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„Je tiefer man eindringt in das Weseu 
der Katurkr&fte , desto mehr erkennt man 
den.Zusammenhang von Phenomenon, die 
lange, vereinzelt and oberflftohlioh betraoh- 
tet, jeglicher Anreihung za widerstreben 
sohienen; desto mebr werden Einfaohheit 
und G^edr&ngtheit der Darstellung mOglioh/' 

Alex, von Humboldt (Eosmos I. p. 30). 

JDie Tendenz der Behandlung der mechanischen Prin- 

• cipien in der vorliegenden Schrift ist gegeben darch die 

Aufgabe, welche von der philosophischen Honoren-Facultat 

der Universitat zu Gottingen fiir die Preisbewerbung der 

Beneke'schen Stiffcung zur Forderung des Stadiums der 

; Philosophie gestellt worden ist. Diese Aufgabe lautet: 

„Die Facultat wiinscht eine kritische Geschichte der 
•"^ allgemeinen Principien der Mechanik. Sie bezeichnet die 

Zeit Galilei^s als den geeigneten Anfangspunkt der Dar- 
stellung und erwartet nur einleitungsweise die Leistungen 
der antiken Mathematik und Mechanik, nicht die Theorien 
i-i der speculativen Philosophie des Alterthums, in der zum 

o- Verstandniss nothigen Ausdehnung erortert zu sehen. 

2 Die geschichtliche Seite der Arbeit wGrde zu zeigen 

haben, wann, von wem und auf Veranlassung welcher 
bestimmten Aufgabe jedes einzelne der wesentlichen 
» Principien der Mechanik zuerst aufgefunden und aus- 

V gesprochen, wann, durch wen und auf Veranlassung wel- 

cher andern bestimmten Bediirfnisse oder Untersuchungen 
der ursprtingliche Ausdruck der Theoreme verandert^ be- 
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richtigt oder friiher vereinzelte zu einem allgemeineren 
Princip zusammengezogen worden sind. Hierbei verlangt 
die Facultat zwar k6in weitlauftiges Eingehen auf die ver- 
schiedenen Anwendungen der Principien, legt jedoch Worth 
auf die Erwahnung der Originalbeispiele, an denen ihre 
jedesmalige Fassung zuerst erprobt worden ist. 

Die kritische Seite der Arbeit, deren ausserliche Tren- 
nung von der historischen oder voUige Verschmelzung mit 
dieser dem Geschmack und Ermessen der Bearbeiter liber- 
lassen bleibt, wiirde zu zeigen haben, wie viel an jedem 
dieser mechanischen Principien nur ein selbstverstandlicher 
logischer Grundsatz, wie viel die zum Gebrauche noth- 
wendige mathematische Formulirung eines solchen Grund- 
satzes, wie viel dagegen Ausdruck einer allgemein gtiltig 
befundenenErfahrungsthatsache, wie viel endlich nur eine 
durch dgn bisherigen Umfang der Erfahrungserkenntniss 
wahrscheinlich gemachte Annahme ist. 

Die Facultat erwartet, dass im geschichtlichen und im 
kritischen Theile nicht ausschliesslich die Arbeiten der Ma- 
th ematiker und Physiker, sondem auch der ntitzliche und 
schadliche Einfluss der innerhalb des zu schildemden Zeit- 
raumes aufgetretenen philosophischen Theorien beriick- 
sichtigt werde. Urn aber den Umfang der Aufgabe zu er- 
massigen, verzichtet die Facultat auf BerUcksichtigung der 
eigentlich physischen Theorien und Hypothesen fiber die 
Constitution der wirklichen Korper und die Natur der 
wirklichen Ereignisse, sowie auf die Erorterung der che- 
mischen Processe, des organischen und des psychischen Le- 
bens; sie liberlasst dem Bearbeiter, anhangsweise die 
Richtungenanaugeben, nach denen bisher die allgemeinen 
mechanischen Principien Eingang in diese Gebiete gefun- 
den haben. Sie wtlnscht dagegen die Darstellung so weit 
fortgeflihrt, dass sie die neuen Vorstellungsweisen noch ein- 
schliesst, welche fiber den Begriff von Naturkraften, fiber 



— V — 

ihre Wirkungsweisen und den Uebergang ihrer Wirkungs- 
fonnen in einander sich hauptsachlich an die Untersueh- 
ungen liber das mechanische Aequivalent der Warme ge- 
knilpffc haben/^ 

Die Behandlung der Principien ist in zwei Abtheilungen 
getheilt, von denen die erste (p. 12 bis p. 44) die histori- 
sche und die zweite (p. 45 bis p. 117) die kritische Betrach- 
tung enthalt. 

In der Arbeit ist eine Mitberdcksichtigung der philoso- 
phischen Gedankenkreise , welche die Facultat gewtinscht 
hatte, nicht untemommen worden. 

Die Schrift weicht bis auf kleine Erweiterungen und Ab- 
ktirzungen nur im Folgenden von der eingeschickten Arbeit 
ab. AusfQhrlicher, aber ohne eigentliche Aenderung, ist be- 
handelt worden der Ausgangspunkt der kritischen Darstel- 
lung, um auch die sachlichen Gruadsatze einer genaue- 
ren Erorterung zu unterziehen. Hierbei ist, um nicht zu 
weit in das philosophische Gebiet zu kommen, von dem 
Postulat einer Materie mit daran haftenden Eraften aus- 
gegangen und die Gultigkeit des Causalprincips als eine iiir die 
Naturwissenschaften nothige Hypothesis genommen worden. 
Noch zu erwahnen ist eine Abkurzung, welche die Behand- 
lung des Princips der Erhaltung der Kraft erfahren hat, in- 
dem einige Seiten der Arbeit gestrichen worden sind , welche 
sich auf die Stellung des Principes zu den Grundhypothesen 
und auf dessen Deduction bezogen haben. 

Dresden, im September 1872. 

Hermaiiii Klein, 
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Wenn das Verdienst eines einzelnen Gelehrten, welches 
sich derselbe um die Erweiterung der Kenntnisse in einem 
Wissenschaftszweige erworben hat, gehorig gewiirdigt werden 
soil, oder w^n es gilt zu zeigen, wodurch wahrend einer 
bestimmten .Zeitperiode das Gebiet einer Wissenschaft ver- 
grossert worden ist, so bedarf es vor AUem der voUigen Klar- 
heit iiber den vorgefundenen Standpunkt des betreflfenden 
WissenschaftstheileS; auf dem dieser einzelne oder beziehent- 
lich die Forscher jener Zeit mit Erfolg weiter bauen konnten, 
oder auch daruber, ob tiberhaupt schon ein sicherer Grund 
f(ir solchen Fortbau gelegt war. Es ist nun zwar das An- 
gedeutete nicht die eigentliche Aufgabe dieser Arbeit, son- 
dern es soUen ganz bestimmte Errungenschaften auf dem 
Gebiete der Mechanik historisch und kritisch erortert werden. 
Dennoch aber, da die hier anzustellenden Untersuchungen 
sich zu verbreiten haben tiber die Forschungen, welche von 
einer bestimmten Zeit an gemacht worden sind, ist es no- 
thig, die Kenntniss allgemeiner Gesetze, welche man sich 
in der Zeit, die vor der zu betrachtenden liegt, erworben 
hatte, einer Erorterung zu unterziehen, um zu verstehen, wie 
so eingreifende Resultate in einem uberaus kleinen Zeitraume 
in so rascher Folge gefunden werden konnten. Pemer miis- 
sen wir, obgleich es sich hier nur handelt um einen bestimm- 
ten Theil der angewandten Mathematik, den Stand der Kennt- 
nisse in der reinen Mathematik darlegen, da ja diese das 
Fundament der angewandten bildet, und bei einer so conser- 
vativen Wissenschaft wie die Mathematik, welche die Arbeiten 
frtiherer Perioden nie zerstort, um an ihrer Stelle neue auf- 
zufuhren, ist es begreiflich, dass man eine Zeit nicht ohne 
Beziehung zur Vergangenheit betrachten kann. 

Uner5rtert bleibt, welches Volk die ersten Satze der Ma- 
thematik aufgestellt hat, welches dieselben spater gelernt oder 
auch noch einmal entdeckt hat, nur soviel sei erwahnt, dass 

Klein, Principien der Mechanik. 1 
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die Mathematik ihren Ursprung wohl nicht praktischen For- 
derungen agyptischer Staatswirthschaft, sondern dem idea- 
listischen Bedttrfnisse geistig begabter Manner zu verdanken 
ist. Auch kiimmem wir uns nicht um die oft schneller dann 
wieder langsamer fortschreitende Entwickelung, sondern nur 
um den Stand am Anfang des 17. Jahrhunderts. 

Weit vorgeschritten war man bereits in der Kenntniss 
der Algebra. Als deren Begrtinder miissen wir Diophantus 
(365 a. c.) nennen; denn obgleich man vor ihm schon Aufgaben 
losen konnte, die man jetzt leicht mit Hilfe der Algebra 
behandelt; so hat doch er zuerst die algebraische Methode 
angegeben mit allerdings noch ziemlich unbeholfenen Bezeich- 
nungen. 

Ein nicht geringes Verdienst um diesen Theil der Arith- 
metik ist es deshalb, dass Vieta (1540 — 1603) statt der da- 
mals tiblichen Zahlzeichen allgemeine^ d. h. Buchstaben in die 
Gleichungen einfiihrte. So konnte es denn nicht fehlen, dass 
dieser auch schon Gleichungen vom 3. und 4. Grade aufzu- 
losen lehrte. Die Leistungen dieses Mannes konnen nicht 
leicht zu hoch angeschlagen werden, denn wahrend man bis 
dahin nur die Losung der Aufgaben mit bestimmten Zahlen 
finden konnte, so erhalt man nun die allgemeiner Aufgaben. 

Man erkannte auch dann sofort den Weg, welchen man 
einschlagen muss, um vom Bekannten zum Unbekannten zu 
gelangen, also die sogenannte analytische Methode. Nattir- 
lich musste man die Transformation der Gleichungen gelernt 
haben, welche von Vieta schon die Praparation derselben 
genannt worden ist, als da ist die Entfernung der Brtiche 
und Wurzeln. 

Nachdem nun also der Weg gebahnt war, konnten die 
Entdeckungen auf dem Gebiete der Algebra schnell auf ein- 
ander folgen. Man war nicht zufrieden, Methoden aufgefun- 
den zu haben, wie man Gleichungen des 3. und 4. Grades 
behandeln miisse, sondern lilan versuchte schon die Losung 
der Gleichungen von hSherem Grade, deren genauere Unter- 
suchung nun aber zum grossten Theile der Zeit angehort, 
deren Betrachtung die eigentlich vorgeschriebene ist. 

Auf der anderen Seite war man auch darauf bedacht, die 
nothigen numerischen Rechnungen sich zu vereinfachen. Ein 
Hilfsmittel dazu wurde gefunden von dem schottischen 
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Edelmann Neper de Marchiston (1550 — 1618) in den 
Logarithraen, deren Werthe dann weiter von Briggs bis 
zu der nothigen Genauigkeit bestimmt nnd in Tafeln zusam- 
mengestellt warden. Hier muss sogleich erwahnt werden, 
dass auch die Berechnung und die Zusammenstellung der 
trigonometrischen Logarithmen sich den ^genannten Tafeln 
bald anschloss; denn Edward Gunther berechnete dieselben 
fiir die Sinus und Tangenten und veroffentlichte 1620 die 
ersten Tafeln der Logarithmen dieser Punctionen fur alle 
Grade und Minuten im ersten Quadranten. 

Auch waren die Rechnungsarten soweit ausgebildet, dass 
man allgemeine Potenzen einfiihren konnte. In Bezug darauf 
ist dem beriihmten Descartes ein grosses Verdienst beizu- 
legen ; denn dieser ist es, der zuerst die Potenzen durch ihre 
Exponenten so bezeichnet hat, wie wir es noch thun und 
der auch schon das Verfahren angegeben hat, die Wurzeln 
in Reihen zu entwickeln. An die weitere Untersuchung der 
Potenzen %knupf en sich riihmlichst die Namen Pascal, 
Huygens. Nicht lange Bess die weitere Verallgemeinerung 
der Potenzen auf sich warten, so dass man schon seit Wall is 
1655 unterscheidet Potenzen mit gebrochenen und negativen 
Exponenten. 

Hieran knupfen sich die Untersuchungen anderer Reihen 
als derjenigen, in welche man die Potenzen entwickelt hatte. 
So beschaftigte sich schon Fermat (1590 — 1663), dessen 
genaue Kenntniss der Zahlen nicht hoch genug geschatzt 
werden kann, mit den figurirten Zahlen, und auch fand die Aus- 
bildung der continuirlichen Briiche eifrige Verehrer, so un- 
ter anderen den Pascal. 

Wie man in den einzelnen Theilen der Arithmetik be- 
deutende Forschungen gemacht und dieselbe nach alien Sei- 
ten hin weit ausgebildet hatte, so war man gleichfalls auf 
dem Gebiete der Geometric nicht zuruckgeblieben, sondem 
hatte, wenn auch in Zwischenraumen, den von den Griechen 
riihmlichst angebahnten Weg weiter betreten und die Geo- 
metric zu den schonen Hohen gefuhrt, die zu betreten den 
Mathematikern des 17. Jahrhunderts vergonnt war. 

Nicht genug, dass man die gegenseitige Lage gerader 
Linien, die Flachen, welche von geraden Linien eingeschlos 
sen werden und den Kreis einer genauen Betrachtung un- 
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terworfen hatte, ging man auch schon friihzeitig an dieUn- 
tersuchung vieler krummen Linien. Die Kegelschnitte waren 
ein bekannter Gegenstand^ and mit welchem Erfolg andere 
Curven untersucht worden sind, durfte bewiesen sein dadurch, 
dass wir noch jetzt viele geometrische Orte durch ihre Be- 
nennung dankbarst auf die alten Mathematiker zuriickfiihren. 
Wir haben z. B. eine Spirale des Archimedes, die Conchoide 
des Nicomedes, die Cissoide des Diokles. Selbstverstand- 
lich musste die Trigonometrie im hohen Grade ausgebildet 
sein zu den mancherlei geometrischen Rechnungen. 

Auch hatte schon der grosse Philosoph Descartes 
(1637) den wichtigen Schritt gethan, die Geometric mit der 
Arithmetik zu verschmelzen, indem er die Mittel angab, wie 
man Linien von einfacher und doppelter KrUmmung aus- 
drucken kann durch Gleichungen zwischen den Coordinaten 
ihrer Punkte, also die Natur krummer Linien in sogenannte 
Formeln zu fassen und dadurch dem Calcul zu unterwerfen, 
wodurch der Fortgang der Mathematik und aller \^n ihr ab- 
hangigen Wiesenschaften mehr als durch irgend eine andere 
Entdeckung gefordert worden ist. Da musste nun, weil, wie 
oben bereits erwahnt, die Theorie der Gleichungen schon 
sehr entwickelt worden war, die der Curven leicht ausgebil- 
det werden und die analytische Geometric, wie man die Me- 
thode des Descartes nannte, fiihrte bald zu einer Piille 
neuer Satze und neuer Principien, die weit fiber das hinaus- 
gingen, was auf der von den Alten betretenen Bahn je zu 
erreichen gewesen ware. 

Wichtig war es, dass man das Problem der Tangenten, 
ein Problem, welches die Alten zwar in speciellen Fallen ge- 
lost hatten, das aber jetzt in principieller Allgemeinheit 
auftrat, besonders genauer Betrachtung unterwarf. Li Bezug 
darauf erwahne ich nur, dass Roberval (1602 — 1675) die 
Tangenten fur 13 Curven untersuchte, indem er das Paral- 
lelogramm der Geschwindigkeiten dazu verwendete. So 
konnte es nicht ausbleiben, dass Newton die Methode der 
Fluxionen erf and und gleichzeitig Leibnitz die Differential- 
und Integralrechnung, beide von verwandten, aber doch ver- 
schiedenen Principien ausgehend und zu demselben Ziele 
fuhrend. Insbesondere schuf Leibnitz mit genialem philo- 
losophischen Blicke einen Formalismus oder nach dem 
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Sprachgebrauch der Mathematiker einen Algorithmus, einen 
eigenthdmlichen Calcul, durch welchen man weit schneller 
als fruher, wenn man nicht die Art, wie Archimedes die 
Flachen betrachtete, fur etwas Aehnliches halten will, zu einer 
umfassenden nnd klaren Einsicht in die Raumgebilde kam 
und durch dessen Anwendung die schwierigsten Probleme, 
an denen sich die bisherigen Forscher vergeblich oder nur 
mit wenig Erfolg abgemiiht batten, mit einem Schlage und 
dazu mit wunderbarer Leichtigkeit gelost wurden. 

Doch es kann nicht die Absicht sein, die Fortschritte 
auf dem Gebiete der reinen Mathematik noch genauer zu 
verfolgen; denn ich denke mit dem Gegebenen den Stand- 
punkt dieser Wissenschaft im 1 7. Jahrhundert genug gekenn- 
zeichnet zu haben, um zu begreifen, wie nun die Mathematik 
schnellere Fortschritte machen konnte als zu irgend einer 
Zeit. Mit Begeisterung ergriffen die jiingeren Mathematiker 
jener Zeit die neuen Methoden. Jedes Problem, das bisher 
aufgestellt war, wurde losbar oder erschien in -einem anderen 
Lichte, neue Aufgaben von bisher ungeahnter Tiefe undAU- 
gemeinheit tauchten auf und enthiillten neue wunderbare 
Eigenschaften der Zahlen und der RaumgrSssen. 

Ftir das Verstandniss der im Folgenden anzustellenden 
historischen Betrachtung der mechanischen Principien ist es 
noch nothwendig, einer neuen Verallgemeinerung der mathe- 
matischen Principien zu gedenken. Es gehorte ein so 
grosser Mathematiker wie Euler dazu, um den analyti- 
schen Calcul von alien geometrischen Fesseln zu befreien 
und- damit die Analysis als selbststandige Wissenschaft zu 
begriinden durch Einftihrung des Begriffs der Function. 

Anders verhalt sich der Entwickelungsgang des einen 
Theils der angewandten Mathematik, der Mechanik. Wir 
werden finden, dass die Kenntnisse in diesem Wissenschafts- 
zweige weit hinter denen im eben erorterfcen zuruckstehen und 
dass wir es hier noch mit den ersten Anfangsgrunden zu 
thim haben, ja dass noch Irrthumer und vorgefasste Mei- 
nungen zurtickzuweisen sind.. 

Wir mtissen leider bekennen, dass die Griechen, die 
wackeren Vorkampfer auf dem Gebiete der Mathematik, sich 
in Bezug auf Mechanik sehr friih von der wahren Bahn ent- 
femten und dass sie sich in ein weites Peld von Irrthiimem 
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verloren, so dass man wohl mit Recht behaupten kann, dass 
die eigentliche Theorie dieser Wissenschaft ihnen voUig fremd 
geblieben ist. 

Dass die Alien aber auch ohne Theorie schon sehr sinn- 
und kunstreiche Instrumente ausgefiihrt haben, ist uns aus 
ihren Schriften, vorziiglich aus Vitruv's 10 Biichem be- 
kannt, wo eine grosse Anzabl sehr zusammengesetzter Ma- 
schinen aufgezahlt werden, die wahrscheinlich schon vor des 
Verfassers Zeit bekannt waren. Die grossen Steinmassen 
und Saulen, welche die Architekten des beriihmten Tempels 
zu Ephesus, Ctesiphon und Metagenes, aus sehr entfernten 
Steinbriichen holen liessen, die noch grosseren Lasten, welche 
die alten Aegypter zur Errichtuug ihrer Pyramiden auf 
so bedeutende Hohen zu bringen wussten, die colossalen Ge- 
baude der Romer, die Wasserleitungen, deren weitgespannte 
Bogen iiber Pliisse und Thaler wegsetzten, und andere Denk- 
maler des Alterthums sind hinlangliche Zeugen, dass die ei- 
gentliche Instrumentalmechanik schon in friiheren Zeiten 
zu einer grossen VoUkommenheit gebracht sein musste. Alle 
Versuche aber, die Erscheinungen zu erklaren, fuhrten bei 
ihnen , selbst bei den sonst so scharfsinnigen Philosophen, 
wie Plato und Aristoteles, auf dunkle und unbestimmte 
abstracte Begriffe , und dann war es ihnen Aufgabe, diese 
Worte zu erklaren, was sie meist ohne Beriicksichtigung der 
ausseren Erscheinungen thaten. Auf diesem falschen Wege 
irrten beinahe alle Forscher auf dem Gebiete der Mechanik 
bis zu Stevinus. 

Damit soil aber nicht geleugnet werden, dass die Grie- 
cheu sich eifrig bemiiht baben, physikalische Theorien zu 
entwerfen. Wir finden bei ihnen die Keime fur manche Vor- 
stellungeuj die unseren neueren Theorien zu Grunde liegen, 
ich brauche nur an die ElementC; die Atome, den Aether zu 
erinnern, lauter Begriffe und Ausdriicke, die wir den ver- 
schiedenen philosophischen Schulen des griechischen Alter- 
thums verdanken, wenn auch schon ihre Bedeutung in der 
heutigen Physik von dem abweicht, was sich die Alten bei 
diesen Worten gedacht haben. Wir haben aber im Alterthum 
eine grosse Anzahl von naturphilosophischen Systemen, ein- 
zelne nach klaren Begriffen durchgearbeitete physikalische 
Theorien finden wir nicht. Die grosse Bedeutung, welche 
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der Bewegung bei den Vorgangen in der Natur zukommt, 
wurde zwar von den alten Griechen erkannt und deutlich 
ausgesprochen, wir brauchen in dieser Beziehung nur an den 
Ausspruch des Heraklit zu erinnem, dass AUesin Bewegung, 
Alles im Fluss sei; auch die bewegende Kraft tritt uns in 
den mannichfaltigsten Pormen entgegen, bald als der beherr- 
schende Geist (vovg) bei Anaxagoras, bald als treibende 
Liebe {(pMa) bei Empedokles. Docb von diesen mehr poe- 
tischen und schwunghaften Ausdrticken, welche sowohl die 
korperliche als auch die geistige Welt erklaren soil ten, zu 
dem allerdings viel ntichternern KraftbegriflF, wie ihn die 
heutige Mechanik gebraucbt, ist ein sehr grosser Schritt. 

Ein anderes Urtheil miissen wir fallen iiber Archime- 
des, den man wohl den eigentlichen Grtinder der theoreti- 
schen Mechanik nennen darfj denn Aristoteles hat, ob- 
gleich man noch im Mittelalter seine Lehren als unumstoss- 
liche Wahrheiten betrachtete, doch nur einen schwachenVer- 
such der Forschung gemacht. Archimedes, der erste Geo- 
meter seiner und vielleicht aller Zeiten, hatte sich genaue 
Kenntniss iiber das Gleichgewicht am Hebel verschaflFfc, indem 
er als mechanischen Grundsatz oder wenigstens als ein Prin- 
cip der Erfahrung nimmt das Gleichgewicht gleicher Krafte 
an gleichen Hebelarmen und daraus das allgemeine Gesetz 
fOr commensurabele und incommensurabele Krafte deducirt. 
Auch hat Archimedes schon die Theorie des Schwer- 
punktes gekannt und denselben fiir Linien, Flachen und 
Korper zu bestimmen gewusst, womit eine der wenigen Leh- 
ren beriihrt ist, an denen man im Mittelalter festhielt und 
die man noch weiter ausbildete. Bekannt ist, dass derselbe 
auch ein richtiges Urtheil hatte iiber den Gewichtsverlust 
im Wasser untergetauchter Korper , eine Kenntniss , die 
er zu verwerthen wusste zur Bestimmung des specifischen 
Gewichtes. Eine wie klare Kenntniss iiber mechanische Vor- 
gange Archimedes gehabt, beweist der Ausspruch desselben, 
dass er die Erde aus ihrer Stelle bewegen konne, wenn er 
einen festen Standpunkt hatte. 

Obgleich nun also hiemach ein richtiger Anfang gemacht 
worden war, so blieb man doch nur dabei stehen, ja man 
vergass beinahe zwei Jahrtausende lang die richtige Methode. 
Keiuer der Nachfolger wies auf eine Kraft hin als eine Ur- 
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sache der Bewegung, sondern sie behaupteten wie Aristo- 
teles, die Korper batten den Grund der Rube und Be\^e- 
gung in sicb selbst, es fiel keinem ein, zu unterscbeiden 
zwiscben dem, was eine Bewegung bervorbringt, und dem, 
was sie erbalt, sondem man bielt mit einer bewundemswer- 
tben Strenge an den uhbestimmten Begriflfen des Aristo- 
teles lest, man tbeilte nocb im Mittelalter alle Bewegungen 
in drei Arten. Man unterscbied namlicb die Bewegung als 
eine 1) willktlrliebe , d. b. gleicbformige Kreisbewegung, 
welcbe zugleicb als die vollkommenste und deswegen als ur- 
spriinglicbe gebalten wurde, 2) natiirlicbe, d. b. solcbe, die 
immer scbneller wird, 3) gewaltsame, d. i. die, unter welcbe 
alle anderen zusammengenommen sind. Ebenso unbestimmt 
spracb man von den Korpem in Bezug auf ibre Scbwere, 
indem man den den scbwereren nannte, der scbneller fallt. 

Diese Begriffe waren so festgewurzelt, dass Galilei, der 
anfanglicb nocb die Ansicbt des Aristoteles von der Ur- 
sprdnglicbkeit -d^r Kreisbewegung tbeilte (Dial, l)j durcb 
seine Bebauptung , dass die Gescbwindigkeit der Kor- 
per beim Fall nicbt proportional dem Gewicbte, sondern der 
Zeit sei (Dial. III. 91), obgleicb er seine Lebrer durcb zabl- 
reicbe Experimente von der Wabrbeit seiner Bebauptung zu 
iiberzeugen sucbte, indem er Korper der verscbiedensten Art 
vom Tburme des Domes zu Pisa fallen liess, um sicb Ver- 
folgungen seiner Tbeoreme wegen zu entzieben, Pisa verliess 
und nacb Padua tibersiedelte. 

Es ist aucb nocb zu erwabnen, dass besonders gegen das 
Ende des Mittelalters die ubernatiirlicben Krafte, die verbor- 
genen Eigenscbaften, die quinta essentia und Aebnlicbes 
nocb eine sebr grosse Rolle spielten; zur Erklarung derEr- 
scbeinungen liebte man es aucb, besondere gebeimniss voile, den 
Korpern innewobnende Geister anzunebmen, welcbe die Gefallig- 
keit baben mussten, gerade das zu leisten, was zu erklaren war. 

Nacbdem man sicb so bis zum Ende des 16. Jabrbun- 
derts in einem Irren mit unbestimmten Begriffen befunden 
batte, begann endlicb eine genauere und sicbere Forscbung 
auf dem Gebiete der Mecbanik. Scbon Benedetti abnte 
das Wesen einer accelerirten Bewegung, indem er das Gesetz 
der Tragbeit ordentlicb auffasst, wabrend man vorber'annabm, 
dass zu jeder Aenderung der Lage im Raume die Wirkung 



— 9 — 

einer Kraft nothwendig sei , wenn wir auch nicht in Abrede 
stellen wollen, dass erst Galilei die gauze Tragweite des- 
selben ordentlich erkannt und Descartes demselben Worte 
gegeben hat. Galilei wollte in diesem Principe den aufge- 
stellten Grundsatz, dass die Natur immer die einfachsten und 
leichtesten Mittel wahle, zur Geltung bringen. Descartes 
sagt (Systefna cosmicum), dass jeder bewegte Korper sich in 
einer geraden Linie weiter zu bewegen strebt, oder in seinen 
Principien : Es ist das erste Naturgesetz, dass jeder Korper 
von selbst in seinem Zustande verharrt und nur sich veran- 
dem kann durch aussere Ursachen. So einfach und natUr- 
lich uns jetzt die Betrachtung scheint, welche dem Tragheits- 
gesetz zu Grunde liegt, so schwierig war der Schritt, der ge- 
macht werden musste, um sich auf den neuen Standpunkt zu 
stellen. So sucht Descartes, der eine von Anfang an vorhan- 
dene Kreisbewegung aller Theile des Universums annimmt, 
durch welche die wichtigsten Naturerscheinungen hervorge- 
bracht werden, das Verbleiben des Korpers in dem ihm inne- 
wohnenden Bewegungszustande aus der immohilitas^ Dei ab- 
zuleiten und Newton bezeichnete sogar das Vermogen des 
Verharrens als eine dem Korper innewohnende Kraft (vis 
materiae insita), welcher er den Namen vis inertiae gab, im 
Gegensatz zu der auf den Korper von aussen einwirkenden 
Kraft (vis in corpus impressa), 

Noch lange ist dieser Satz angezweifelt worden, ja noch 
Kant fClhrt in seiner Abhandlung von der wahren Schatzung 
der lebendigen Kraft an, dass die Regel, nach der kein Kor- 
per seinen Zustand der Ruhe oder Bewegung ausser durch 
aussere Kraffce andere, mathematisch richtig sei, nicht aber 
uneingeschrankt von den Korpem der Natur gelte. Erst 
durch Stevinus ist der dem Archimedes schon bekannt 
gewesene Begriff des Druckes als einer das Gleichgewicht 
erzeugenden Kraft wieder aufgenommen word en, wahrend 
Galilei wohl das Verdienst hat, iiberhaupt die Messung in 
die Dynamik eingefUhrt zu haben, indem er das statische 
Kraftemaass, denDruck, in sie hintlbertrug. Stevinus war 
es, der nun das Gleichgewicht eines auf einer schiefen Ebene 
liegenden Korpers genau bestimmenkonnte und vonNeuem wie- 
der einen Anstoss zur weitem Ausbildung der theoretischenMe- 
chanik gab (Elemens destatique und Hypomnemata mathematica). 
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Das Nachste, was dann zur Erweiterung des Gebietes 
der theoretischen Meclianik geleistet wurde, bestand in der 
Aufstellung der Satze liber die Zusammensetzung der Bewe- 
gung oder des Fundamentalprincipes der Statik, welches un- 
ter dem Namen Krafteparallelogramm bekannt ist. Als ei- 
gentlicben Erfinder desselben miissen wir Galilei nennen, 
wenn auch die Alien schon einige Kenntniss dayon batten^ 
indeni sie es verwandt haben zur Curvenconstruction, wie 
Archimedes zurSpirale, Nicomedes zur Conchoide u.s.w.; 
denn in II prop, IV seiner Dialoge zeigt Galilei zuerst, 
dass ein Korper, wenn er sich mit einer gewissen Horizon- 
tal- und Verticalgeschwindigkeit bewegt, sich mit einer Ge- 
3chwindigkeit bewegt , die durch die Hypotenuse eines Drei- 
ecks reprasentirt wird, deren Katheten diese beiden anderen 
Geschwindigkeiten vorstellen. Freilich hat Galilei die 
Wichtigkeit dieses Gesetzes noch nicht vollstandig erkannt, 
denn sonst hatte er nicht das Gleichgewicht auf der schiefen 
Ebene (Theorie d'Equilib. Dial. Ill) aus den Hebelgesetzen 
abgeleitet. Varignon zeigte zuerst, nachdem Descartes^ 
iioberval, Mersenne, Wallis die Theorie der Zusam- 
mensetzung der Bewegung behandelt batten, den Gebrauch 
dieses Theoremes in seinem Equilibre des Machines und noch 
weiter in seiner NouveUe mecaniqite, welche nach seinem Tode 
1725 erschienen ist; zuvor aber hatte er schon 1685 in 
Vhistoire de la repvblique des lettres eine Abhandlung iiber 
RoUen gegeben, gegriindet auf das Gesetz der Zusammen- 
setzung der Bewegung. 

Nachdem nun Galilei durch seine Entdeckungen Bahn 
gebrochen hatte und dieselben in seinem epochemachenden 
Werke: Discorsi e dimostrazionie matematiche ifitorno a due 
nuove scieme, welches zum ersten Male 1638 zu Leyden er- 
schienen ist, bekannt gemacht hatte, wurden schnell grosse 
Fortschritte gemacht. 

Galilei hatte ferner auch einen klaren Begrifif von Ac- 
celeration und konnte damit eine Untersuchung iiber die 
Bahn der Geschosse anstellen, wodurch die aristotelische Er- 
klarung der Wurferscheinung endlich ungiiltig gemacht 
wurde. Das Begreifen der Pendelbewegung konnte dem Ga- 
lilei nicht mehr schwer fallen. Auch hatte der genannte 
Forscher schon eine bestimmte Idee von der Centrifugalkraft 
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und spricht in einera seiner Dialoge (Dialogo sopra le due 
massimi sistemi del mondo, p,185, Flore 1710) klar aus, dass 
die Rotation der Erde den Korpern eine Geschwindigkeit 
direct nach oben geben miisste, wenn sie nicht von der 
Schwerkraft gehalten wiirden. Er tauscht sich freilich noch, 
wenn er behauptet, dass die Schwere, wie klein sie auch an- 
genommen wiirde^hinreichte^um dieseBewegung zuverhindem. 

Von Interesse ist bier die Bemerkung, welche der grosse 
Lagrange iiber Galilei gemacht hat^ indem derselbe sagt: 
„Die Dynamik ist eine moderne Wissenscbaft nnd Galilei ist 
deren Begriinder, Bei seinen Zeitgenossen macHten seine 
astronomiscben Entdeckungen ibn beriibmt, aber heute ist 
die Dynamik der grosste Tbeil seines Rubmes. Zu den astro- 
nomiscben Entdeckungen geborte nur Fernrobr und Fleiss, 
aber es geborte dazu ein ausserordentlicbes Genie, um dieNatur- 
gesetzezufinden beiPbanomenen, welcbe man immervor Augen 
batte, deren Erklarung aber allenPbilosopben entgangen war." 

Nicbt unwicbtig fur die Entwickelung der tbeoretiscben 
Mecbanik ist es nun, dass aucb in diese Zeit die Erfindung 
der Infinitesimalrecbnung fallt und es ist wobl die Mecbanik 
von Euler 1736 als das erste Werk zu betracbten, in dem 
die Analysis auf die Untersucbung der Bewegung angewendet 
wird. Die Bewegung auf drei recbtwinkelige Coordinaten zu 
bezieben, ist zuerst von Maclaurin {Traite des fluxions, 1742) 
gemacbt worden. 

Es scbeint mir nun die Bebauptung ricbtig zu sein, dass 
mit dem 17. Jabrbundert die tbeoretiscbe Mecbanik soweit 
fortgescbritten war, dass ibr nocb vor AUem der matbema- 
tiscbe Ausdruck feblte und dass es nun Aufgabe der Ma- 
tbematiker wurde, die speciellen mecbaniscben Untersucbungen 
allgemeinen Gesetzen unterzuordnen, und das ist es, was icb 
meine, wenn icb sage, es mussten die allgemeinen mecbani- 
scben Principien aufgestellt werden. Es kann demnacb Prin- 
cip eine verscbiedene Bedeutung baben, einmal bezeichnet es 
ein allgemeines mecbaniscbes Gesetz, dann aucb konnen die 
Principien eine allgemeine Betrachtung entbalten, welcbe zur 
Integration einer ganzen Gattung mecbaniscber Differential- 
gleicbungen fuhren, und endlicb konnen sie aucb allgemeine 
Erfabrungssatze bedeuten. 



Princip der virtuellen Geschwindigkeiten. 

Die Betrachtuftg der Principien beginnen wir mit dem 
der virtuellen Geschwindigkeiten oder der virtuel- 
len Verrtickungen und geben zunachst den Ausdruck des- 
selben, wie er in der neueren Mechanik aufgestellt wird. 
Unter virtueller Geschwindigkeit eines Punktes ist zu ver- 
stehen die Gerade, welche derselbe beschreibt, wenn das 
Punktsystem^ zu welchem derselbe gehort, in eine Lage ge- 
bracht wird, die unendlich wenig von der friiheren verschie- 
den, aber mit den Bedingungen des Systems vereinbar ist. * 
Projicirt man diese Lange, welche auch besser die virtuelle 
Verschiebung genannt wird, auf die Richtung der an diesem 
Punkte angreifenden Kraft, so heisst diese Projection die 
virtuelle Geschwindigkeit bezogen auf diese Kraft oder, wenn 
man die obige Bezeichnung virtuelle Verschiebung beibe- 
halt, die virtuelle Geschwindigkeit. Virtuelles Moment einer 
Krafk ist das Product aus ihrer Intensitat in die virtuelle 
Geschwindigkeit ihres Angriffspunktes bezogen auf die Rich- 
tung der Kraft. Es heisst dann das Princip: Wenn irgend 
ein System von Punkten im Gleichgewicht ist und jed^r 
Punkt eine mit den Bedingungen des Systems vertragliche 
unendlich kleine Verrtickung erleidet, so ist die Summe der 
virtuellen Momente aller Krafte der Null gleich, wie auch 
die Verrtickung geschehen moge. Welche Momente in Be- 
zug auf die Vorzeichen dabei als entgegengesetzt zu nehmen 
sind, ist selb'stverstandlich. Umgekehrt: Sind alle die Mo- 
mente zusammen gleich Null, so ist das System im Gleich- 
gewicht. Einen kurzeren Ausdruck dieses Princips, auf den 
wir spater zuruckkommen werden, erhalten wir noch, wenn 
wir den BegriflF: „ Virtuelle Arjbeit" einftihren. Bezeichnen 
wir namlich damit die Arbeit, welche in Bezug auf die vir- 
tuelle Verschiebung geleistet wird, so heisst das Princip kurz : 
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Wenn die Summe der virtuellen Arbeiten verschwindet, so 
hat Gleichgewicht statt und umgekehrt. Der hierbei vor- 
kommende Ausdruck virtuell bezieht sich darauf^ dass dieVer- 
schiebung, Geschwindigkeit, geledstete Arbeit nicht factisch 
vorhanden ist, sondern nur fingirt wird. 

Wenn wir nun die Frage nach dem Entdecker dieses 
Principes beantworten woUen, so werden wir zuruckgewiesen 
auf die Zeit^ in der man dberhaupt angefangen hat, die theo- 
retische Mechanik genauer auszubilden. 

Es ware eine Verkennung des Wesens eines Princips, 
wenn wir behaupten woUten, wie es JPourier zu thun 
scheint (Ecole Folyt, V. Memdre sur la statique)y dass schon 
Aristoteles dasselbe gekannt habe, weil er bemerkt hat, 
dass bei einem Hebel das grossere Gewicht genau im Ver- 
haltniss seiner Grosse sich langsamer bewegt als das kleinere. 

Nach dem Urtheile des Lagrange (Mech. 1853, L p. 18) 
mussen wir Guido Ubaldo del Monte (1545—1607) als 
denjenigen Mathematiker nennen, der zuerst von diesem Prin- 
cipe (Mechanicorum liber) Anwendung macht. In dem ge- 
nannten Buche ist namlich enthalten die Untersuchung des 
Gleichgewichtes der Wage, des Hebels, der RoUe und Rol- 
lenziige, des Bades an der Welle, des Keiles und der Schraube, 
und zwar ist dieselbe mit grosser Genauigkeit und Ausfuhr- 
lichkeit durchgearbeitet. 

Obgleich nun Ubaldo am Schluss des oitirten Werkes 
richtig bemerkt, dass, wenn Jemand Maschinen construiren 
woUe, die aus den erorterten zusammengesetzt sind, so wtirde 
es leicht sein, die Grosse der Last und Kraft zu berechnen, 
welche sich das Gleichgewicht halten, so geht doch aus den 
Untersuchungen hervor, dass dieser Gelehrte noch nicht die 
Wichtigkeit und Tragweite des in Bede stehenden Princips 
gekannt und dasselbe iiberhaupt noch nicht in seiner Allge- 
meinheit aufgestellt hat. Es wird von demselben mit Hilfe 
eines dem zu erorternden gleichen Princips behandelt das Gleich- 
gewicht an der Wage, am Hebel, an der RoUe und den RoUen- 
z&gen lind an dem Rad an der Welle, wahrend die Gleich- 
gewichtsbedingungen fQr die schiefe Ebene und fur die damit 
zusammenhangenden Maschinen aus denen fur den Hebel ab- 
geleitet werden. 
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Aehnliches lasst sich fiber Galilei's Untersuchungen 
in Bezug auf dieses Princip sagen , obgleieh derselbe 
von mehreren seiner Bewunderer als Entdecker desselben 
genannt wird. Derselbe Sagt, dass dieselbe Kraft erfor- 
dert werde , um einen Korper auf eine gewisse Hohe zu 
bringen als einen n mal so schweren auf den n *«^ Theil 
jener Hohe zu erheben und giebt demnach dem Theo- 
reme folgenden Ausdruck: Zwei Krafte sind im Gleich- 
gewichte, wenn ihre Momente gleich und entgegengesetzt 
sind, wobei das Moment ist proportional dem Producte aus 
^Kraft in virtuelle Geschwindigkeit. Galilei betrachtet die- 
sen Satz als eine allgemeine Eigenschaft des Gleichgewichts. 
(Delia scienza mecanica und le scolie de la Ilpropos, III dia- 
logue in der Ausgabe von Boulogne 1655). 

Dieselbe Erklarung von Moment nimmt Wall is in seiner 
Mechanik von 1669 und leitet daraus ab das Gleichgewicht 
der tauptsachlichsten Maschinen. 

Schon* ganz allgemein und als hochst fruchtbar fiir die 
Statik wurde das Princip von JohannBernoulli erkannt, 
der seine Ansiehten dariiber 1717 26. Januar dem Pierre 
Varignon brieflich mittheilte. Dieser hat dann die zu 
losenden Aufgaben damit behandelt in Nouvelle Mecaniqtie, 
Faris 1725, II, Vol, 4, wo der erwahnte Brief zu Anfang 
der 9. Section S. 174 mitgetheilt ist. Es heisst dort: „Wenn 
irgend welche Krafte auf irgend welche Art angebracht sind 
und so, dass sie entweder mittelbar oder unmittelbar wirken, 
so ist GleichgiBwicht vorhanden, wenn die Summe der posi- 
tiven Energien gleich ist der Summe der negativen. Unter 
Energie ist zu verstehen das Product der Kraft in die Pro- 
jection der Verschiebung auf die Kraftriehtung und diese ist 
positiv oder negativ zu nehmen, je nachdem die Projection 
auf die Verlangferung oder auf die Richtung der Kraft selbst 
fallt.'^ Von Wichtigkeit ist, dass J. Bernoulli den Aus- 
druck virtuelle Geschwindigkeit (vitesse virtuelle) zum ersten 
Male gebraucht. 

Erwahnt muss noch werden, dass auch Cartesius die- 
ses Princip an giebt, aber nur Galilei nachahmt [JSxplicatio 
machinarum atque instrumentorum , quorum ojpe gravissima 
quaeque ponder a parvis virihus severi possunt [Opusc. posthj ; 
denn obgleieh derselbe nichts Wesentliches zur Verallgemei- 
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nening des Princips beigetragen hat, so wird doch dasselbe 
oft nach ihm das Oartesianische genannt. 

Nach den erwahnten Mathematikern ist das Princip an- 
gewendet worden von Maupertuis in den Memoiren der 
Academie des Sciences, 1740 \ unter dem Namen Loiderepos 
und dann von D'Alembert in seiner Traite de dynamique, 
Paris 1748^ 4,, wo derselbe p. 182 dieses Princip ein den 
Geometern langst bekanntes nennt, aber ein en Beweis des 
Satzes vermisst, den er zu geben versucht, indem er annimmt, 
dass die Krafte 1) gleieh und entgegengesetzt sind, 2) ange- 
bracht sind an den Armen eines Hebels, 3) so beschaffen 
sind, dass die Resultirende derselben durch einen festen und 
uniiberwindlieben Widerstand geht. 

In hochster Eleganz und als Grundlage d«r theoretisehen 
Mechanik endlich findet sich dieses Princip zuerst dargestellt 
von Lagrange (Mecanique analytique, Par,, 11. Vol. 4, 
p. 8 etc.). Der Darstellung dieses Mathematikers sind alle 
spateren Mathematiker gefolgt und man darf wohl behaup- 
ten, dass Lagrange durch Einfiihrung dieses Princips der 
theoretisehen Mechanik nicht nur eine neue, sondem auch 
zugleich die letzte Gestalt gegeben hat, da es unmoglich 
scheint, sie noch allgemeiner und einfacher zugleich zu be- 
handeln. Diese Schatzung des Princips hat Lagrange selbst 
gehabt; denn er stellte sich seiner abstracten Natur zufolge, 
welche sich nicht interessirte fiir einzelne Probleme und so- 
genannte artige Satze, sondern den Blick auf das AUgemeine, 
was aus dem Speciellen durch Abstraction folgt, richtete, 
die Aufgabe (p. 27), die Mechanik zu reduciren auf eine rein 
analytische Operation, oder auf p. 6^ nach seinen eigenen 
Wort en: „Wir haben uns vorgenommen^ aus dem Principe 
die analytischen Formeln abzuleiten, welche alle Probleme 
des Gleichgewichts losen." 

Zur weiteren historischen Erorterung iiber das Princip 
der virtuellen Geschwindigkeit ist noch Rticksicht zu nehmen 
auf die versuchten Demonstrationen desselben. Nachdem das 
Princip,* wie schon erwahnt, fur besondere Falle entwickelt 
und gebraucht, dann von Bernoulli in seiner allgemeinen 
Bedeutung erkannt und aufgestellt worden war, suchte man 
dasselbe auch zu beweisen und in Bezug darauf ist vor AUem 
zu nennen Fourier und Lagrange, deren Beweise im 



- 16 - 

V. Band des Journal de VEcoU Polytechn. veroffentlicht sind. 
Der Beweis des ersteren stiitzt sich auf die Gesetze vom He- 
bel und Kraffceparalldiogramm, wahrend Lagrange diese Ge- 
setze nicht fiir evident erklart, sondem das Princip zurfick- 
fdhrt auf das vom Flaschenzug; welches von ihni als evident 
an sich angenommen ist. 

Indem ich die weiteren Versuche iibergehe, welche man 
angestellt hat, um den Satz zu beweisen, erwahne ich noch 
die Ansicht Jacob i's, welche aufgezeichnet ist in denVor- 
lesungen desselben, herausgegeben von Clebsch, S. 15. Dort 
namlich wird gesagt: „Nach der Ansicht vieler Mathematiker, 
namentlich auch nach der von Gauss, ist der in Bede 
stehende Satz als ein Princip aufzufassen, von einer mathe- 
matischen Deduction desselben also Abstand zu nehmen/^ 

Im Anschluss daran ist zu bemerken, dass von Carl 
Neumann (Berichte d, Ges. d. Wissensch., Leipzig 1869, 
8, 258) eine Deduction des Princips gegeben ist, sobald nur 
die zu erfiillenden Bedingungen durch Krafte zu ersetzen sind, 
eine Beschrankung, auf die auch Jacobi in seinen Vor- 
lesungen zu Berlin 1847 — 48 aufinerksam macht. 

Nach diesen Erorterungen darf wohl nun behauptet wer- 
den, dass das Princip der virtuellen Geschwindigkeiten aus 
einer allmaligen Verallgemeinerung der Untersuchung uber 
das Gleichgewicht der einfachen Maschinen hervorgegangen 
ist, also nicht eine bestimmte Aufgabe darauf gefiihrt hat, 
wenn es nicht diejenige ist, welche aus einem allgemeinen 
Bediirfiaiss der gebildeten Menschheit hervorgeht, namlich 
die gesonderten Phanomen unter einen allgemeinen Gesichts- 
punkt zu bringen, d. h. aus dem BedUrfniss nach deductiver 
Erkenntniss. Die Losung dieser Aufgabe ist in Bezug auf 
unseren Gegeustand von Lagrange voUstandig gegeben 
worden. 



Prineip der Erhaltung der lebendigen Kraft. 

Als zweites Prineip, um der historisehen Aufstellung ge- 
recht zu werden, nehme ich den Satz von der lebendi- 
gen Kraft oder, was eigentlich hierher gehort, das Prin- 
eip oder den Satz von der Erhaltung der lebendigen 
Kraft.- 

Der Ausdruck ,,lebendige Kraft" ist eingefiihrt worden 
von Leibnitz, der denselben zuerst gebraucht und zubegriin- 
den versucht hat in den folgenden beiden Abhandlungen : De- 
monstratio erroris memordbilis cartesii et aliorum in aestimandis 
virihus motricihus corporum (Act eriid. 1686) und Specimen 
dynamicum pro ddmirandis naturae legibus circa corporum 
vires, et mutuas actiones detegendis, et ad suas causas revocan- 
dis (Act, erud, 1695), Es will namlich Leibnitz unterschei- 
den die Kraft eines sich bewegenden Korpers von der eines 
ruhenden, welcher ein Hinderniss druckt. Die letztere Kraft, 
die also nur ein en Antrieb zur Bewegung ^ebt, ist dann 
von ihm todte Kraft genannt worden. 

Das Maass der Krafte wurde darauf ein Gegenstand des 
Streites unter den Mathematikern, so dass dieselben sich bei- 
nahe wahrend der Halfte des 18. Jahrhunderts in zwei Par- 
teien theilten, von denen sich die eine dem Leibnitz an- 
schloss und als Maass der Krafte nahm das Product aus dem 
Quadrate der Geschwindigkeit in die Masse, die sogenannte 
lebendige Kraft, wahrend die andere Partei sich der Defini- 
tion des Cartesius anschloss und die Krafte proportional 
der Geschwindigkeit setzte. Der Streit ist eigentlich ganz 
unwichtig; denn es handelt sich hiernurumBezeichnungen, und 
dass beide Parteien mit je ihrer Definition dieselben richtigen 
Losungen der meisten gestellten Probleme " geben, diirfte die 
Unwichtigkeit schon erkennen lassen ; und hatte man nur bei 
den gegebenen Definitionen auf die Wege oder Zeiten Riick- 

Klein, Principien der Mechanik. 2 
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sicht genommeii; so hatte man beide als zusammenfalleud ge- 
funden; denn die Des cart 'scheBehauptung ist richtig unter 
der Voraussetzung,, dass die Krafte gleiche Zeiten hindurch 
thatig sind, wahrend die von Leibnitz angewandt werden 
muss, wenn die Krafte auf gleiche Wegstrecken gewirkt ha- 
ben, was von Letzterem auch scbon ausdrucklich bemerkt 
worden ist, indem derselbe sagt, eine Kraft miisse nach ihrer 
Wirkung iind nicht nach der Zeit geschatzt werden, da die 
Zeit sich nach ausseren Umstanden andert (lUustratio tiUe- 
rior etc. Math. Werk. VL p. 126), 

Der»Streit hat so lange gedauert bis D'Alembert in 
der Vorrede zu seiner Dynamik auseinandersetzte, dass beide 
Definitionen nur zu einem Wortstreit oder zu einer meta- 
physischen Untersuchung fuhren konnen. 

Seitdem unterscheidet man Quantitat der Bewegung und 
lebendige Kraft, so dass das erste ist das Product der 6e- 
schwindigkeit in die Masse und das zweite das Product der 
Masse in das Quadrat der Geschwindigkeit, wahrend man 
unter bewegender Kraft; das versteht, was Newton in den 
Principien damit bezeichnet, namlich das Product der Masse 
in die Beschleunigung, welche die Kraft dem Korper erthei- 
len w&:de, wenn er frei ware, wobei unter Beschleunigung 
der erste Differentialquotient der Geschwindigkeit in Rich- 
tung der Kraft nach der Zeit zu verstehen ist. Diese Be- 
zeichnungen dienen nur, wie D'Alembert besonders hervor- 
hebt, dazu, die Ausdriicke Uber die Krafte zu vereinfachen, 
haben aber nichts mit dem inneren Wesen derselben zu thun. 

Der Satz der lebendigen Kraft besteht nun in einer 
Gleichung, welche fQr alle dynamischen Probleme Giltigkeit 
hat, in denen die vorhandenen Bedingungsgleichungen die 
Zeit nicht in expliciter Weise enthalten. piese Gleichung 
ist folgende, wenn bezeichnet sind mit X, T, Z die Com- 
ponenten der bewegenden Krafte, welche auf das Molekal 
mit der Masse m wirken, mit v die Geschwindigkeit dessel- 
ben zur Zeit t und mit Vq diejenige zur Zeit t^, und wenn 
das Zeichen Z sich erstreckt auf alle Molekule des Systems 

t 

2Jmv^ — 2]mvQ^ = 2j2J(Xx'+ Yy' + Z/)dt. 

to 
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Beachtet man dann, dass nach mechanischem Sprachgebrauch 
Z!(Xx'+ Yy+Z/)dt die von den Kraften, deren Compo- 
nenten X, Y, Z sind, in der Zeit dt geleistete Arbeit und also 



Jz(Xx'+ Yy'{'Zsf)dt 



die in der Zeit von % bis t geleistete Arbeit bedeutet, so 
wiirde die Gleichung der lebendigen Kraft sagen, dass die in 
einer bestimmten Zeit von den angebrachten Kraften gelei- 
stete Arbeit gleich ist dem halben Zuwachs an lebendiger 
Kraft wahrend derselben Zeit. In Bezug auf die rechte Seite 
der Gleichung ist zu unterscheiden, ob man das Integral an- 
geben kann oder nicht. Ersteres kann nun geschehen ein- 
mal wenn man Xa;'+ 3ry' + Z^ als Function von t kennt, 
d. h. wenn die Bewegungscurve bekannt ist und also x, y, z 
als Function von ^^ gegeben sind, dann wenn die Grossen 
X, Y, Z sich ausdriicken lassen als partielle Diflferentiale 
einer Function U nach Xy y, 0, wobei diese Function U die 
Kraftefunction genannt wird. Es geht unter dieser Voraus- 
setzung obige Gleichung iiber in die folgende 

In beiden letzten Fallen sagt man, dass das Princip 4er 
lebendigen Kiaft stattfindet, und nennt die so entstehende 
Gleichung die des Princips der Erhaltung der lebendigen 
Kraft. 

Dieses Princip ist, wie sich leicht denken lasst, nicht 

sogleich in dieser AUgemeinheit aufgestellt wordeii, sondern 

es ist erst als ein mechanisches Postulat fiir einen gewissen 

Fall behauptet worden und zwar von Huyghens, indem 

derselbe sagiX^orologiiim osdllatorium P. IV prop. IV), dass, 

wenn ein zusammengesetztes Pendel einen Theil seiner 

Schwingung voUendet hat und nach Aufhebung des Zusam- 

menhanges der einzelnfen Theile des Pendels die Geschwin- 

digkeiten derselben in die entgegengesetzten verwandelt wer- 

den, dieselben dann wieder so hoch steigen, dass dadurch 

der gemeinsame Schwerpunkt ebenso hoch kommt, als er zu 

Anfang der Schwingung gewesen ist. 

2* 
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Zur Aufstellung dieses Satzes wurde Huyghens gebracht 
durch das Problem fiber den Schwingungsraittelpunkt eines 
zusammengesetzteii Pendels. Die obige Behauptung stiitzt 
der Genannte, der, wie er selbst in der Vorrede des citirten 
Werkes sagt, anfangs durchaus kein Prineip find en konnte, 
das ihm einen Weg zur Losung des gestellten Problems 
bahnte, und deshalb an der Sehwelle zu diesem Geheimnisse 
zurttckgeschreckt wurde, auf folgend'e von ihm als Axiome 
zugelassene Satze. Der Schwerpunkt eines Systems schwe- 
rer Korper kann nicht hoher steigen als er gefallen ist, welche 
Veranderungen der einzelnen Korper in ihrer gegenseitigen 
Lage auch vorgenommen werden mogen (Pars IV, Hyp, I), 
und ein zusammengesetztes Pendel steigt immer eben so hoch 
als es gefallen ist (Hyp, II), Mit Hilfe dieser Voraus- 
setzungen wird die seinem Prineip entgegengesetzte An- 
nahme ad absurdum gefiihrt. 

Es mag zugleich bemerkt werden, dass hierin die Idee 
liegt, dass bei alien mechanischen Wirkungen der Schwer- 
punkt des Korpers als der Reprasentant des ganzen Korpers 
betrachtet werden kann. 

Dass nun wirklich der oben angegebene Satz von 
Huyghens eine specielle Anwendung des allgemeinen liber 
die lebendige Kraft ist, lasst sich folgendermassen erlautern. 
Nach einer allgemeinen Eigenschaft des Schwerpunktes eines 
Korpersystems lasst sich dessen Weg ausdriicken durch die 
Summe der Producte der Masse jedes Korpers in den Weg, 
welchen er in derselben Richtung durchlaufen hat, getheilt 
durch die Summe der Massen. Nach den Entdeckungen Gali- 
lei's fiber die Wirkung der Schwere ist der Vertical weg 
eines schweren Korpers proportional dem Quadrate der Ge- 
schwindigkeit, welche er beim freien Fall erlangt und mit 
der er auf dieselbe Hohe zurficksteigen wird. Es reducirt 
sich demnach der Huyghens'sche Satz darauf, dass bei der 
Bewegung schwerer Korper die Summe der Producte der 
Massen in das Quadrat der Geschwindigkeiten in jedem Au- 
genblicke dasselbe ist, wenn die Korper irgend wie verbun- 
den oder frei dieselbe Hohe durchlaufen. So hat Huyghens 
sein Theorem auch bezeichnet in einer kleinen Schrift fiber 
die Methoden von Johann Bernoulli und THopital zur 
Losung des Problems vom Schwingungsmittelpunkte. 
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Die Geschichte. des hier citirten Problems ist folgende. 
P.'Mersenne stellte 1646 die Aufgabe, die Schwingungs- 
dauer eines schweren Korpers, der um eine horizontale Axe 
oscillirt, zu bestimmen, d. h. zu finden den Schwingungs- 
mittelpunkt. AUe Geometer, welche dies Problem behandelt 
haben, Descartes (Lettres de Descartes), Roberval (eben- 
daselbst), Wallis (Mechanica sive de motu), Fabri (Tract, 
de motu, Append, physico-math, de centra percussionis) und 
Mersenne selhst (Mersenii Beflexiones physico-math,, Cap. XI 
u. XII) setzten stillschweigend voraus, dass der Schwingungs- 
mittelpunkt zusamm%iifallt mit dem Mittelpunkte des Stosses, 
d. h. desjenigen Punktes , den Wallis zuerst (Cap. XI 
Prop. XV) in die Mechanik eingefuhrt hat (punctum per- 
cussionis maximae oder centrum percussionis) und der so be- 
stimmt ist, dass durch ihn auf einen sich um eine Axe 
drehenden Korper die Richtung des Stosses ausgetibt werden 
muss, damit der Korper, wenn er an ein unbewegliches Hin- 
derniss anstosst, in seiner Bewegung voUstandig gehemmt 
werde, ohne dass dabei die Drehaxe einen Druck erleide. Die 
Untersuchung des Schwingungsmittelpunktes erstreckte sich 
zunachst nur auf ebene Korper, bis Huyghens in dem ci- 
tirten Werke das Problem voUstandig loste. 

Einige Jahre nach der Publication des Hordlogium osctl- 
latorium machte der Abt Catelan (Journal des savants 1682 
und 84) darauf aufmerksam, dass die Satze von Huyghens 
nicht als Grundsatze angenommen werden diirfen, worauf das 
Problem von Neuem untersucht worden ist von THopital, 
Johann Bernoulli und Anderen. 

Die Principien, welche Catelan, ein eifriger Gartesia- 
ner, als richtig denen des Huyghens gegeniiber aufstellte, 
waren unter Anderen folgende. In jedem zusammengesetzten 
Pendel ist die Totalgeschwindigkeit desselben gleich der 
Summe derjenigen Geschwindigkeiten , welche die Gewichte 
haben wiirden, wenn jedes fur sich ein Pendel gebildet hatte, 
ferner dass die Schwingungszeit das arithmetische Mittel aus 
den Schwingungszeiten ist, welche jedes Gewicht haben 
wiirde, wenn es fur sich allein ein Pendel gebildet hatte. 

Die Unrichtigkeit dieser Principien zeigte Huyghens 
seinem Gegner, indem er ihm nachwies, dass dann der Schwer- 
punkt des zusammengesetzten Pendels hoher steigen wiirde 
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durch den Zusammenhang des Korpers, als wenn die Mole- 
kiile frei waren. "Von Wichtigkeit in Bezug darauf ist die 
unter dem D' Alembert'schen Princip noch einmal citirte 
Abhandlung in Acta erud. 1686: Narratio controversiae in- 
ter Br, Hugmium et Ahhatem Catelanum agitatae de centra 
osdllationis. 

Johann Bernoulli ist dann eigentlich deqenige, wel- 
cher dem in Rede stehenden Principe voile mechanische Gel- 
tung verschaflFte, indem er die von Leibnitz eingeftihrte 
Unterscheidung von todter und lebendiger Kraft benutzte 
und das folgende allgemeine Gesetz auiEgtellte. Die Summe 
der lebendigen Krafte mehrerer Korper, welche auf einander 
durch einfachen Druck wirken, ist immer dieselbe und zwar 
gleich der lebendigen Kraft, welche von den Kraften her- 
riihrt, welche die Korper bewegen. Johann Bernoulli's 
Losung des gedachten Problems ist enthalten in zwei Ab- 
handlungen der Mem, de V Academic de Paris 1703 u, 1704. 
Demonstration generale du centre de halancement ou d'osdlla' 
tion tiree de la nature du levier und Demonstration de Prin- 
cipe de M. Hugens, touchant le centre de halancement et de 
Yidentite de ce centre avec celui de percussion. Auch giebt 
Johann Bernoulli dem Principe den Namen von der Er- 
baltung der lebendigen Kraft. 

Nun wurde unser Princip schroflF entgegengesetzt dem 
der Cartesianer, welche behaupteten, dass in der Korperwelt 
bestandig einerlei Summe der Bewegung erhalten wird, indem 
statt Bewegung lebendige Kraft eingefiihrt wurde. Dies 
konnte die Anhanger Johann Bern ofi Hi's sogar soweit 
bringen, die Existenz nicht elastischer Korper zu leugnen, 
um die Erfahrungen beim Stoss nicht gegen ihre Lehre 
zeugen zu lassen, wahrend Bernoulli selbst richtig sagte, 
dass beim Stoss weicher Korper ein Theil der lebendigen 
Kraft auf die Zusanunendriickung verwendet werde, so aber 
in den zusammengedriickten Theilen verbleibe und nur nicht 
wieder thatig werde, weil die Weichheit des Korpers es ver- 
hindere (de-vera notione virium vivarum § 9 Opera T, III, 
p. 239). 

Aus dem Obigen ist schon klar, dass zur weiteren Aus- 
bildung dieses Principes die Untersuchung des Stosses von 
Einfluss gewesen sein muss. 
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Daniel Bernoulli (Mem, de V Academic des Sciences de 
Berlin 1748, p. 356) wandte die Ideen seines Vaters fiir den 
Fall an, wo Korper sich gegenseitig anziehen mit einer In- 
tensitat, welche eine Function der Entfemung ist, und leitete 
auch daraus ab die Gesetze der Bewegung von Fliissigkeiten 
in Gefassen. 

Allgemein bewiesen ist dasPrincip aber erst durch D 'A 1 em- 
ber t (Traite de dynamique, p, II, chap. IV) mit Hilfe des 
von ihm aufgestellten Principes. Auch ist von diesem erst 
fest bestimmt worden, in welchen Fallen das Princip ange- 
wendet werden kann. Wir finden dasselbe bei D'Alembert 
in folgender Form : Wenn Korper auf einander wirken, indem 
sie sich durch Faden oder unbiegsame Stabe ziehen oder sich 
stossen unter der Bedingung voUkommener Elasticitat, so ist 
die Summe der Producte der Quadrate der Geschwindigkeiten 
in die Masse eine constante Grosse, und wenn die Korper 
durch irgend welche Krafte angegriflFen sind, so ist die Summe 
der Producte der Mq.ssen in die Quadrate der Geschwindig- 
keiten in jedem Augenblicke gleich der Summe der Producte 
der Massen in die Quadrate der Anfangsgeschwindigkeiten, 
vermehrt um das Quadrat der Geschwindigkeiten, welche die 
Korper erlangt haben wiirden, wenn sie durch dieselben 
Krafte angegriffen worden waren und sich frei bewegt hatten 
jeder auf der Linie, welche er beschrieben hat. 

Zu erwahnen ist in Bezug auf unser Princip noch ein 
Problem, welches Montigny (Mem. d^ VAcad. 1741) gestellt 
hat. Sei gegeben in einer Horizontalebene ein unbiegsamer 
Stab, beschwert durch zwei oder mehrere Gewichte, die sich 
frei auf dem Stabe bewegen konnen. Der Stab selbst geht 
in einem Ring in der Horizontalebene und kann in diesem 
ohne Widerstand gleiten, wahrend der Ring sich frei drehen 
kann. Es wird nun verlangt ftir jeden Korper, wenn der Stab ei- 
nen Anstoss erhalten hat, zu bestimmen die Curve, welche er 
beschreibt, und die Geschwindigkeit, mit der dies geschieht. 
Dieses Problem hat Montigny selbst mit Hilfe des Princips 
der Erhaltung der lebendigen Kraft gelost. Es gehort die- 
ses Problem auch zu denen, welche D'Alembert mit sei- 
nem Principe behandelt hat. 

Eine ueue Fassung hat unser Princip erhalten durch die 
sogenanute Kraftefunction, welche zuerst eingefiihrt worden 
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ist durch Hamilton, wahrend Daniel Bernoulli zuerst 
in der oben schon erwahnten Abhandlung darauf hindeutet. 

Der Name unseres Principes wird erklart , wenn man 
dem Satze folgende geometrische Deutung giebt: Wenn die 
Bewegung eines Korpersystems von der Art ist, dass es in 
dieselbe Lage zuriickkeliren kann, so ist bei der Ruckkehr 
auch die lebendige Kraft dieselbe, wobei vorausgesetzt wird, 
dass fur diesen Fall das Princip der lebendigen Kraft uber- 
haupt gilt. 

In neuester Zeit hat nun das Princip eine noch grossere 
Wichtigkeit erhalten durch Helmholtz (Ueber die Erhaltung 
der Kraft, 1847), indem derselbe darauf hinweist/ dass alle 
Krafte als Centralkrafte gedacht werden mtissen. Derselbe 
sagt: „Wenn sich eine beliebige Anzahl v,on beweglichen 
Massenpunkten nur unter dem Einfluss solcher Krafte be- 
wegt, welche sie selbst gegeneinander ausuben oder welche 
gegen feste Centren gerichtet sind, so ist die Summe der 
lebendigen Krafte aller zusammengenonjmen zu alien Zeit- 
punkten dieselbe, in welch en alle Punkte dieselbe relative 
Lage gegen einander und gegen die etwa vorhandenen festen 
Centren einnehmen, wie auch ihre Bahnen und Geschwindig- 
keiten in der Zwischenzeit gewesen sein mogen." 

Das Princip lasst sich endlich noch von einer anderen 
Seite betrachten, namlich vom technischen Standpunkte aus. 
Die Nutzlichkeit desselben zur Berechnung des Effectes der 
Maschinen ist zuerst erortert von Parent (Mem.de VAcad. 
des Sciences de Paris 1704), dann diirfte noch zu nennen sein 
LsLgxange (Theor. des Fonct anahjt III c, 7) und endlich 
Coriolis (Traite du cdlcul et de Veffet des machines), 

• Durch das Obige geht nun deutlich hervor, dass die 
Erfindung des Princips dem Huyghens zugeschrieben wer- 
den muss und dass man darauf gekommen ist durch das 
Problem des Schwingungsmittelpunktes , dass aber dessen 
weitere Bearbeitung und Verallgemeinerung bis in die neueste 
Zeit hineinragt. 



Prmcip der Erhaltung des Sehwerpunktes. 

Der Satz von der Erhaltung des Sehwerpunktes 
lautet: Die Bewegung des Sehwerpunktes eines freien Sy- 
stems erfolgt so, als ob alle Massen der verschiedenen Punkte 
im Sehwerpunkte vereinigt und sowohl die momentanen als 
die stetig wirkenden Krafte sich selbst parallel an ihm an- 
gebracht waren. Das Wort Erhaltung bezieht sieh darauf, 
dass man die Bewegung durch dieselben Gleiehungen darge- 
stellt erhalten wird als wenn keine Bedingungsgleiehungen 
da waren. 1st die Summe der Componenten der ausseren 
Krafte gleieh Null, so bewegt sieh der Schwerpunkt gleich- 
formig in einer Geraden und man sagt dann das Princip der 
Erhaltung des Sehwerpunktes findet statt. Der Satz gilt 
aueh von nieht freien Systemen, wenn man die Verbindungen 
durch Krafte ersetzen kann, welche dieselben hervorbringen. 

Die erste Aufstellung dieses Satzes ist auch auf Huyghens 
zuruekzufuhren. Derselbe behauptet bei den Untersuehungen 
uber den Stoss gegeniiber dem Descartes, welcher sagt, 
dass die Quantitat der Bewegung vor und nach dem Stosse 
dieselbe bleibt, dass die Uebereinstimmung, mit der die Na- 
tur liberall handelt, darin besteht, dass nieht allein beim 
Stoss, sondern liberall der Schwerpunkt entweder unbeweg- 
lich ist oder sich vor und nach dem Stoss mit derselben Ge- 
schwindigkeit bewegt. 

Diese erste Aufstellung entbehrt aber noch einer ge- 
nauen Deduction und man kann daher auch der Ansicht von 
Lagrange p. 227 beitreten, nach der Newton als Ent- 
deeker zu nennen ist; es heisst namlich zu Anfang der Prin- 
cipien (Axiomata sive leges motus, cor, 4): Commune gravita- 
tis centrum carporum duorum vel plurium db actionibus cor- 
porum inter se non matat staium smim vel motus vel quietis; 
et propterea corporum omnium in se mutuo agentium (exclusis 
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actionibus et impedimentis externis) commune centrum gravi- 
tationis vel quiescit vel movetur uniformiter in directam, 

Zu erwahnen bleibt hier nur noch, dass D'Alembert 
in Traite de dynamiqucy p, II, chap, 2, mit Hilfe des neuen 
von ihm aufgestellten Satzes dem Princip der Erhaltung des 
Schwerpunktes eine allgemeine Fassung giebt und genau un- 
tersucht, fdr welche Krafte es angewendet werden kann. Er 
sag! namlich, dass, wenn die wirkenden Krafte constant und 
gleiehgerichtet sind, dann wenn sie nach einem Punkt hin- 
wirken und zwar in einem Verhaltniss ihres Abstandes, der 
Schwerpunkt dieselbe Curve beschreiben muss als wenn die 
Korper frei waren. Diesem fiigt Lagrange (Mec. anal, IL 
sect 3, § 1) hinzu, dass das Princip auch gilt fiir beliebige 
Krafte von ganz verschiedenen Richtungen. 



Princip der Erhaltung der Flachen. 

Das Princip der Erhaltung der Momente der 
Rotation oder das Princip der Flachen besteht in Fol- 
gendem. Zeichnet man von einem festen Punkte aus nach 
den verschiedenen Punkten, welche zu einem Korpersystem 
gehoren, desann Zusammenhang sich reducirt auf Beziehungen 
zwischen den gegenseitigen Abstanden und bildet man die 
Producte aus den Massen in die Projection der vom Radius- 
vector beschriebenen Flache auf irgend eine feste Ebene, in- 
dem man von einem bestimmten Zeitpunkte, der fur alle 
Punkte derselbe ist, ausgeht, so ist die Summe dieser Pro- 
ducte, wenn die Momente der bewegenden Krafte um die 
Gerade, deren Projection der feste Punkt ist, gleich Null sind, 
der Zeit proportional, und umgekehrt ist bei Geltung dieser 
Proportionalitat auf das Vorhandensein solcher Krafte, wie 
sie oben charakterisirt sind, zu schliessen, wobei zu beriick- 
sichtigen ist, dass die in directer Bewegung beschriebenen 
Flachen dem Zeichen nach entgegengesetzt zu nehmen sind 
den in • riickgangiger Bewegung beschriebenen. Dem Prin- 
cipe kann man noch eine andere mechanische Form geben. 
Wenn die von aussen wirkenden Krafte verschwinden, oder 
wenn die Punkte Wirkungen unterworfen sind, welche an 
dem System im Gleichgewicht sein wiirden, wenn es starr 
gemacht ware, oder endlich wenn alle- an die verschiedenen 
Punkte des Systems angebrachten Krafte durch ein und densel- 
ben Punkt gehen, so ist die Summe der Momente der Quan- 
ti1»ten der Bewegung, welche in jedem Augenblicke auf das 
System wirken, auf drei rechtwinklige Achsen bezogen, con- 
stant und umgekehrt. 

Dieses Princip scheint zu gleicher Zeit aufgefunden zu 
sein von Euler, Daniel Bernoulli und d'Arcy, aber in 
verschiedener Form, jedenfalls aber ist es eine Verallgemei- 
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nerung des Theoremes von Newton (Frindpia Kb. I, 
prop, 1) fiber die Placlien, welche bei Centralkraften beschrie- 
ben werden. 

Nach Euler und Bernoulli gilt das allgemeine Prin- 
cip nur bei der Bewegung mehrerer Korper um ein festes 
Centrum und es geben die genannten Mathematiker dem 
Princip folgende Form : Die Summe der Producte der Masse 
jedes Korpers mal der Drehgeschwindigkeit um das feste Cen- 
trum und dem Abstande von diesem ist unabhiingig von der 
gegenseitigen Wirkung der Korper auf einander und es bleibt 
dasselbe so lange nicht wirkt eine Kr«ft oder ein Widerstand 
von Aussen oder, weiin keine ausseren Krafte existiren, ist 
die Summe der Momente der Bewegungsquantitaten in Riick- 
sicht auf feste Achsen constant. < 

D. Bernoulli hat dieses Princip aufgestellt im ersten 
Bande der Mem, de VAcad, de Berlin 1745 und Euler in 
.demselben Jahre Opera I, und zwar sind beide durch Losung 
desselben Problemes dar^f gefuhrt worden. Es gait namlich 
die Untersuchung der Bewegung mehrerer Korper in einer 
Rohre von gegebener Form, die sich nur bewegen kann um 
einen Punkt oder um ein festes Centrum. 

Das Princip wird von d'Arcy (Mem. de VAcad, des 
Sciences, 1752 erschienen) in folgender Form gegeben. Die 
Summe der Producte der Masse jedes Korpers in die Pro- 
jection der Flache, welche sein Radiusvector um den festen 
Punkt beschreibt, auf eine Ebene ist der Zeit proportional. 
Dass der Satz in dieser Form nichts anderes als der obige 
ist, ergiebt sich leicht, wenn man bedenkt, dass die Circu- 
lationsgeschwindigkeit ausgedrfickt wird durch das Element 
des Bogens getheilt durch das Element der Zeit, und dass 
das erste dieser Elemente multiplicirt mit dem Abstande vom 
Mittelpunkte giebt das Element der Flache. 

Erwahnenswerth ist noch eine zweite Form, welche 
d'Arcy seinem Satze giebt, eine Form,, welche es mit dem 
Vorigen noch mehr in Uebereinstimmung bringt. Es heisst 
damach das Princip: Die Summe der Producte der Massen 
in die Geschwindigkeiten und den Abstanden von dem Mit- 
telpunkte auf die Richtungen der Korper ist constant. In 
dieser Form gab es dem Aufsteller die Losung eines 
Problems, welches die Mathematiker der dermaligen Zeit 
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eifrig beschaftigte. Man suchte namlich ein Gesetz, dem alle 
anderen unterworfen sein miissten. Es nennt in Bezug da- 
rauf d'Arcy sein Princip das von der Erhaltung der Wir- 
kung (conservation de Vaction) im Gegensatz zu dem nachsten 
Principe, welches dasselbe Problem losen sollte. 

Wie schon bei den friiheren Principien, so auch hier 
miissen wir noch des grossen Forschers Lagrange geden- 
ken, da derselbe das Gesetz allgemein giebt I. Sect. p. 229 und 
dessen Anwendung kurz bezeichnet, indem er sagt, dass die 
Summe der Producte der Massen in die Flache, projicirt auf 
eine Ebene, der Zeit proportional ist, sodass, wenn diese 
Flachen auf drei einander senkrechte ^Ebenen projicirt werden, 
drei DifiFerentialgleichungen der ersten Ordnung zwischen der 
Zeit und den Coordinaten der von den Korpern beschriebe- 
nen Curven resultiren. 



Princip der Meinsten Wirkung. 

Das Princip der kleinsten Wirkung (le princip 
de la maindre action) besteht im Polgenden. Sind zwei Po- 
sitionen eines Systemes von Korpern gegeben (d. h. kennt 
man die Werthe, welche fiir a; = a und x = b die jedesmal 
ubrigen 3w — 1 Coordinaten enthalten) und wird das Integral 
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auf die ganze Bahn des Systems von der ersten Position zur 
zweiten ausgedehnt, so ist der Werth desselben fiir die wirk- 
liche Bahn ein Minimum in Bezug auf alle moglichen Wege, d.h. 
solche, welche mit den vorhandenen Bedingungen des Systems 
vereinbar sind. Es ist dies das Princip^ welches Jacob i 
(Vorlesungen liber Dynamik) in folgenden Satz zusammen- 
fasst: Die Natur erreicht ihre Wirkung mit dem kleinsten 
Kraftaufwande. 

Maupertuis hat zuerst dieses Princip aufgestellt und 
zwar wie folgt: Wenn mehrere gegenseitig aufeinander wir- 
kende Korper eine Veranderung in ihrer Bewegung erfahren, 
so ist dieselbe immer so, dass die Grosse der Wirkung, 
welche die Natur anwendet, um sie hervorzubringen, die 
kleinstmogliche ist, und diese Wirkung hat zum Maass das 
Product der Masse in Weg und Geschwindigkeit. Dieses 
Gesetz ist von Maupertuis gebraucht worden, um die Er- 
scheinung der Zuruckwerfung und Brechung des Lichtes zu 
erklaren (Mem. des Sciences de Paris 1744 und allgemeiner 
iu einer Abhandlung der Acad, des Sciences de Berlin 1746). 
In dem letzten Artikel wird dieses Princip iiber alle anderen 
so hoch gestellt, dass ihm die Gesetze des Gleichgewichts, 
der gleichformigen Bewegung des Schwerpunktes beim Stoss, 
das Princip der Erhaltung der lebendigen Kraft als Unter- 
abtheilungen untergeordnet sind. 
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Der Ausdruck dieses Gesetzes, der von Maupertuis 
gegeben ist, deutet schon auf den Grund seiner Entdeckung 
hin; der also zu suchen ist in dem Wunsche, einen Satz zu 
finden, welcher den letzten Grund (cause finale) aller mecha- 
nischen Erscheinungen enthalten soil, aus dem also alle Na- 
turgesetze folgen mfissen. Dieser Gedanke gehort nun aller- 
dings dem Alterthum ; denn schon Hero suchte diesen letz- 
ten Grund und fand ihn darin, dass die Natur AUes auf dem 
kiirzesten Wege zu erreichen suche. Diesem letzten Gesetze 
widersprechen aber in vielen Fallen die Erscheinungen der 
Reflexion, in alien die Brechungsphanomene. Fermat sub- 
stituirt deswegen dafur folgende Behauptung: Das Licht 
legt seinen Weg bei der Brechung so zuriick, dass es die 
geringste Zeit dazu verbraucht, wahrend Leibnitz annimmt, 
dass das Licht den leichtesten Weg gehe. Letztere beiden 
kommen nun allerdings unter ihren Voraussetzungen zum 
richtigen Brechungsgesetz , aber nur unter der Bedingung, 
dass sich das Licht im dichtern Mittel langsamer als im dun- 
nern bewegt, also unter einer der damaligen Erkenntniss 
von der Lichtbewegung widersprechenden Ansicht. Diesen 
Hypothesen gegeniiber giebt dann Maupertuis sein Princip, 
welches das gegebene Problem nach Wunsch loste. 

Zur voUen Entscheidung iiber die Priori tat der Erfindung 
des Princips ist es noch nothig, einen Streit zu erwahnen, 
, der , deswegen von Konig (Acta erudit. 1751) begonuen wor- 
den ist. Letzterer namlich versuchte erstens die Unrichtig- 
keit des Principes nachzuweisen, dann unter Bezugnahme 
auf einen Brief, den Leibnitz an Hermann 1707 geschrie- 
ben haben soil, festzustellen, dass Leibnitz den Satz iiber 
die kleinste Wirkung schon angegeben habe. In dem er 
wahnten Brief e soil Folgendes gestanden haben: «Die Wir- 
kung einer Kraft ist proportional dem Producte der Masse 
in den Weg und die Geschwindigkeit oder dem Producte aus 
der Zeit in die lebendige Kraft. Ich habe bemerkt, dass bei 
Veranderung der Bewegung diese zu einem Minimum oder 
Maximum wird." Es ist nun nicht entschieden worden, da trotz 
vielseitiger Nachforschung der besagte Brief nicht hat gefun- 
den werden konnen, ob derselbe wirklich existirt hat, ob also 
wirklich Leibnitz diesen Ausspruch gethan hat, wenn auch 
das Gegentheil sehr wahrscheinlich gemacht worden ist. Un- 
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ter anderen hat sich Euler in zwei gi^sseren Abhandlungen 
(Mem, de Berlin, 1751, 1753) bemiiht, nachzuweisen , dass 
der Brief nicht existirt habe und also dem Maupertuis 
das Verdienst bleibt, das Princip aufgestellt zu haben, aus 
dem man die ganze Mechanik ableiten konne. 

In den verschiedenen Angriflfen gegen Maupertuis 
fiihrt man auch andere Gelehrte an, welche schon eine Kennt- 
niss dieses Principes gehabt batten, verweehselt aber dasselbe 
mit dem Gedanken, der dazu gefiihrt hat, namlich damit, 
dass Uberhaupt ein allgemeines Naturgesetz vorhanden sein 
miisse. So wird erwahnt Malebranche, der behauptet 
Dieu agit toujours dans Vordre et par les voies les plus simples, 
ohne aber anzugeben, woriri diese einfachsten Mittel bestehen. 
Aehnliches gilt von dem, was iiber Wolf, s'Gravesande, 
Engelhardt gesagt ist, wahrend diese auch nur sprechen 
von einem Maasse der Wirkung. 

Wenn nun im Folgenden noch fiber die weitere Bear- 
beitung des Principes zu sprechen ist^ so muss vor AUem 
Euler genannt werden, der von dem Satze die erste Idee 
gegeben hat am Ende seines Traite des Isoperimetres (Lau- 
sanne 1744), indem er daselbst nachweist, dass bei den Li- 
nien, welche Korper in Folge von Centralkraften beschrei- 
ben, das Integral der Geschwindigkeit mal dem Curven- 
element immer ein Maximum oder ein Minimum ist. Dem 
grossen Mathematiker ist es aber nicht gelungen, das Prin-- 
cip anzuwenden fur gegenseitige Anziehungeu, er begniigt 
sich daher zu sagen, dass dafiir die Rechnungen sehr weit- 
laufig wiirden, indess miisste das Princip auch hier gelteu; 
denn die Grundsatze einer gesunden Metaphysik zeigten, dass 
in der Natur die Krafte nothwendig immer die kleinste Wir- 
kung hervorbringen miissten (wie er meinte wegen der den 
Korpern innewohnenden Tragheit). 

Euler hat sich zu diesem Ausspruch, wie Jacobi meint 
p. 43, verleiten lassen durch Missverstandniss des Namens 
kleinste Wirkung. 

Die erwahnte Eigenschaft der Bewegung, welche also 
Euler nur der isolirter Korper ertheilt hat, ist von La- 
grange erweitert worden mit Hilfe des Principes der leben- 
digen Krafte auf die Bewegung eines ganzen Systems von 
Korpern, die gegenseitig auf einander wirken. Es hebt aber 
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derselbe besonders hervor, dass er dem Principe den unpas- 
senden Namen von der kleinsten Wirkung gebe und es nicht 
ansehe als ein metaphysisches Princip, sondern als ein all- 
gemeines Resiiltat der Gesetze der Mechanik. Ueberdies giebt 
Lagrange dem Principe (Xjp. .28:?^ einen anderen Ausdruck, 
indem er statt ds setzt vdt und erhalt also 
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Dadurch reducirt sich dasselbe darauf^ dass die Summe der 
lebendigen Krafte aller Korper von dem Ausgangspunkt der 
Bewegung bis in einem bestimmten Punkt der Bahn ein Min. 
oder Max. ist und es erhalt dann nach Lagrange das 
Princip den Namen principe de la plus grande ou plus petite 
force vive, oder das Princip der Sparsamkeit. Lagrange 
meint dann^ dass dadurch das Princip Anwendung findet 
auch auf das Gleichgewicht. 

Ueber Letzteres spricht sich Gauss (V p, 26) folgender- 
massen aus: ^, Lagrange sieht es als einen Yorzug des 
Princips der kleinsten Wirkung an, dass es das Gleichgewicht 
und die Bewegung zugleich umfasse, eine Bemerkung, die 
doch mehr witzig als wahr zu sein scheint, da das Min. in 
beiden Fallen in ganz verschiedener Beziehung stattfindet." 

Zur genaueren Kenntniss des Princips ist noch zu be- 
denken das, was Jacobi p, 145 iiber dasselbe sagt. Der- 
selbe hat namlich nachgewiesen, dass zu dem Satze noch 
eine Beschrankung gehort; denn es gilt dasselbe nicht zwi- 
schen zwei beliebigen Endpositionen des Systems, sondern 
nur wenn End- undAnfangsposition hinlanglich nahe sind, 
und es werdendann auch die Grenzen von Jacobi genauer 
charakterisirt. 

Zum Schluss mochte ich noch einmal erwahnen, dass 
zur Entdeckung dieses Princips , wenn man von der speciellen 
Anwendung auf die Lichterscheinungen absehen will, nach 
den Erorterungen von Maupertuis selbst der ideale Ge- 
danke gefQhrt hat, dass man nur eine richtige Idee von der 
Macht und Weisheit eines hochsten Wesens erhalten konne, 
wenn man den letzten Grund aufsuche. 



Klein, Principieu der Mechanik. 






D'Alembert's Princip. 

Eines der wichtigsten Principien der Dynamik ist das 
D'Alembert'sclie oder das der verlorenen Krafte, 
welches man in folgender Form geben kann: Wenn ein 
materielles Punktsystem infolge irgend welcher Krafte in 
Bewegung ist, so wtirden diejenigen Krafte, welche im 
Stande waren, die beobachtete Bewegung hervorzubringen, 
wenn das System frei ware, im Gleichgewicht sein infolge 
derVerbindung des Systems den wirklich angebracbten Kraften 
in entgegengesetzter Richtung oder klirzer, wenn ein mate- 
rielles Punktsystem durch irgend welche Krafte in Bewegung 
gesetzt ist, so sind die verlorenen Krafte infolge der Ver- 
bindung im Gleichgewichte. Verlorene Krafte sind dann 
diejenigen , welche wegen des Zusammenhanges sich gegen- 
seiiig aufheben, also die Krafte, welche resultiren aus den- 
jenigen, welche an den Punkten des Systems wirken undde- 
nen, welche den Kraften entgegengesetzt sind, die den Punkten, 
wenn man sie frei denkt, die Bewegung ertheilen wiirden, 
welche sie wirklich haben. 

Obgleich nun der Name des Princips auf D'Alembert 
hiifweist, so scheint doch Fontaine dasselbe bereits vor ihm 
erkannt zu haben ; denn in dem Table des memoires de Fon- 
taine , welcher seiner Traite du calcul differentiel et integral 
(p. 3) vorausgeht, finden wir, dass er dieses Princip der 
Academic 1739 mitgetheilt hat. Es heisst dort: Dans le 
conflict de plusieurs corps, quelle qu'en soit la cause, les 
changements qui arriveront atix etats de ces corps dans Vespace 
seronttels, que les forces qu'ils avaient pour s'y refuser se se- 
ront vaincus mutuellement, en auront ete en equilibre. 

Das Princip ist vorbereitet worden von Newton; denn 
derselbe giebt in seinen Princip'ien zu Lex III: Actio est par 
reactioni eine Bemerkung, die sich nach Thomson (Theo- 
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retische Physik § 264) in folgende Worte bringen lasst: 
„Alle Krafte des Systems bilden in Verbindung mit den Ge- 
genwirkuDgen seiner materiellen Punkte gegen eine Beschleu- 
nigong fiir jeden einzelnen Punkt ein System, das sich im 
Gleichgewicbt befindet. Folglich bilden nach dem Princip 
der Vereinigung von Kraften, die sich das GleichgBwicht 
halten, die sammtlichen an Punkten des Systems wirkenden 
Krafte im Verein mit den Gegenwirkungen gegen eine Be- 
schleunigung eine fiir das ganze System im Gleichgewicbt 
befindliche Reihe von Kraften." 

Noch konnte man erwahnen, dass Johann Bernoulli, 
Hermann und deren Nachfolger dieses Princip schon ange- 
wandt haben bei der Behandlung des Schwingungsmittel 
punktes. Ersterer giebt wenigstens (Acta erudit, 1686 p, 356, 
Narratio controversiae etc) den letzten Grund des D'Alem- 
bert'schen Princips an, indem er behauptet, dass ein jedes 
Problem der Dynamik sich zuriickfiihren lassen muss auf 
eines der Statik, wenn er auch bei seiner Entwickelung einen 
Pehler begeht, indem er nicht die verlorenen Krafte an dem 
betreflfenden Hebelarm wirken lasst, sondern nurdie Ge- 
schwindigkeiten statt deren Elemente. 

Nichts desto weniger gebfihrt aber doch dem D'Alem- 
bert das grosse Verdienst, dem Principe eine klare mathe- 
matische Form gegeben und auch die Anwendbarkeit dessel- 
ben durch viele Beispiele gezeigt zu haben. Die ausfuhrliche 
Darstellung und Anwendung desPrincipes giebt P'Alem- 
bert in seinem Traite de dynamique 1743 II p, 49, wahrend 
er es zum ersten Male formulirt hat in einer Abhandlung 
der Academic der Wissenschaften, prasentirt gegen Ende des 
Jahres 1742. 

Das Problem, welches sich D'Alembert giebt und als 
dessen Losung er das nach ihm genannte Princip aufstellt, 
ist folgendes: „Sei gegeben ein System von Korpern, die 
gegenseitig irgendwie aufeinander wirken, und werde jedem 
derselben eine besondere Bewegung ertheilt, der er nicht 
folgen kann wegen der Wirkung der andereu Korper, so soil 
die Bewegung jedes einzelnen gesucht werden." Um die ge- 
gebene Aufgabe zu behandeln, schliesst D'Alembert, zer- 
legt man die jedem einzelnen Korper mifcgetheilte Bewegung 
a,b, c... in zwei andere A,a, B,fi,C,y..., sodass, wenn nur die 
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eiire A, B, C, .. beibehalten wird, die Korper sich bewegen 
wiirden, als ob sie frei waren, und wenn nur die anderen 
a, j3... beibehalten wiirden^ die Korper infolge der Verbin- 
dung unter einander in Buhe blieben, so ist klar, dass die 
Korper wirklich die erstere Bewegung a, h, c . .,. anuehmen 
wegen ihrer gegenseitigen Wirkung, es mtissen also die a, 
/? . . . sich das Gleichgewicht halten. 

Dieses Princip ist dann zunachst gebraucht worden , um 
Eigenschaften des gemeinschaftlichen Schwerpunktes zu fin- 
den, wovon oben bei dem Principe der Erhaltung des Schwer- 
punktes Erwahnung geschehen ist. Die weitere Anwendung 
desselben bezieht sich auf Probleme, die enthalten sind un- 
ter folgenden Ueberschriften. § 1 p. 96: Korper, welche sich 
durch Faden oder Stabe ziehen. § 2 p. 122: Korper, welche 
auf einer Ebene schwanken. § S p. 129: Korper, welche auf 
einander durch Faden wirken, auf deren Langen sie sich frei 
bewegen konnen. § d p. 138: Korper, welche sich stossen. 

Eines der schonsten Resultate, welches D'Alembert 
mit Hiilfe seines Principes geliefert hat, ist die vollstandige 
Losung des Problemes der Verriickung der Aequinoctien, 
einer Aufgabe, welche bis dahin den vereinten Kraften einer 
grossen Anzahl von Geometem und selbst dem Scharfsinn 
eines Newton widerstanden hat (Recherches sur la precession 
des equinoxes 1749 p. 35 Serie IV). Der Wunsch, diese Er- 
scheinung durch Rechnung aufzuklaren, ist tiberhaupt viel- 
leicht erne Veranlassung gewesen zu einer genauen Er- 
orterung der Bewegungsgleichungen und hat vielleicht 
D'Alembert bewogen, ein allgemeines Princip aufzusuch en, 
dem alle mechanischen Probleme unterworfen sind. 

• 

Es gait damals noch durch Uebereinstimmung der Be- 
obachtungen mit den durch Rechnung gestutzt auf das New- 
ton'sche Gravitationsgesetz erhaltenen Resultaten die vor- 
handenen Zweifel gegen dieses Gesetz zu beseitigen. Zur 
Bestatigung der Behauptung, dass das Gravitationsgesetz 
keineswegs sofort nach seiner Entdeckung auch allgemein 
giiltig angenommen worden ist, erinnere ich nur an einen 
Ausspruch, der sich findet in den Briefen von Huyghens, 
eines Mannes, der auf der Hohe seiner Zeit stand, selbst 
grossartige Entdeckungen gemacht hat und die Gedanken 



- 37 - 

and Entdeckungen Anderer wohl zu wUrdigen im Stande 
war. Es heisst dort: ^Der Newton' sche Gedanke einer ge- 
genseitigen Anziehung scheint mir absurd. Ich wundere mich 
nur, dass ein Mann wie Newton so viele mtilisame Unter- 
suchungen und Rechnungen anstellen konnte, welche kein 
besseres Fundament haben als einen solchen Gedanken." 

D'Alembert selbst sagt in der Einleitung des citirten 
Werkes p, 28: „Die Nutation der Erdaxe, bestatigt durch 
die Beobachtung und die Theorie, enthalt den vollstandigen 
Beweis der Gravitation der Erde gegen den Mond und damit die 
Anziebung der Planeten auf ihre Satelliten. Bisjetztschiendiese 
Anziebung nur durch die Ebbe und Fluth manifestirt, dies 
ist aber ein Phanomen zu complicirt und zu empfindlich ge- 
gen einen strengen Calcul, um die Gegner der Gravitation 
zum Schweigen zu bringen. Die Nutation ist eine einfache 
Wirkung, so dass ich nicht weiss, was sie dagegen einzu- 
wenden haben. Meine Erorterungen uber die Newton' sche 
Theorie werden zum Beweis dienen, dass dieses geistreiche 
System bis jetzt keinen AngriflFspunkt hat." 

D'Alembert giebt ferner in der Einleitung zur Dyna- 
mik noch einen Zweck seiner Arbeit an, den er auch zweifels- 
ohne erreicht hat; er wtinscht namlich die bisher aufgestell- 
ten Principien deutlicher zu machen und auch stronger zu 
beweisen, als es vor ihm geschehen ist und erst dann die 
dynamischen Kenntnisse zu erweitem. 

Man kann ferner nicht mit Unrecht behaupt^n, dass un- 
ser Princip hervorgegangen ist aus dem allgemeinen nicht 
immer lobenswerthen Eifer der Mathematiker des 18. Jahr- 
hunderts, der immer von Neuem rege gemacht wurde durch 
Aufstellung isolirter Probleme, deren Losungen die Memoi- 
ren der Academien von Paris, Berlin und Petersburg an- 
ftillen. Diese Aufgaben beschaftigten sicb grosstentheils mit 
der Bestimmung der Bewegungen verschiedener Korper, die auf 
einander durch Drahte, Stangen oder Kettenwirken, an welche 
sie befestigt sind oder langs welcher sie frei gleiten konnen, 
und die nach einem gegebenen anfanglichen Anstoss ent- 
weder sich selbst im freien Raume Hberlassen oder gezwungen 
sind, sich auf ebenen Curven und Plachen zu bewegen. 
Zur Losung dieser Aufgaben musste dann meist fQr jeden 
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Fall das angemessene Princip aufgefunden werden, so dass 
man dieselben zur Prufiing des mathematischen Talentes 
benutzen konnte. Diesen gegenseitigen an aich so unerfreu- 
lichen Herausforderungen der durch Hass in zwei feindliche 
Lager getrennten Mathematiker zum wissenschaftlichen 
Toumier machte D'Alembert ein Ende, indem er mit 
Hilfe seines Principes eine allgemeine Methode gab, um je- 
des denkbare mechanische Problem in eines der mathema- 
tischen Analysis zu verwandeln. 



Princip des kleinsten Zwanges. 

Das Princip des kleinsten Zwanges ist von Gauss 
aufgestellt worden und lautet folgendermassen: Die Bewe- 
gung eines Systems materieller Punkte^ auf was immer ftir 
eine Art mit einander verbunden^ deren Bewegangen zugleich 
an was immer fiir aussere !^eschrtokungen gebunden sind, 
geschieht in jedem Augenblicke in moglichst grosser Ueber-' 
einstimmung mit der freien Bewegung und unter mbglichst 
kleinstem Zwang, indem man als Maass des Zwanges ^ den 
das ganze System in jedem Zeittheilchen erfahrt^ die Summe 
der Producte aus dem Quadrate der Ablenkung jedes Punk- 
tes von seiner Bewegung in seine Masse betrachtet. Das 
Princip bedeutet demnach^ dass da^ wo freie Bewegung un- 
m5glich ist^ die Abweicbung von ibr im Ganzen genommen 
so klein als moglicb ist, also jede Bewegung oderRuhe im- 
mer die grosstmogliche Freiheit hat. 

Die historiscbe Betracbtung ist bier kurz folgende: Gauss 
bat zuerst dieses Princip aufgestellt (Opera V p. 26, zuerst 
veroffentlicbt Crelle Op. IV p. 232) und bei keinem Mathe- 
matiker yor ibm findet sich eine Andeutung desselben. 

Dass Gauss durcb seine Untersuchungen fiber die Me- 
thode der kleinsten Quadrate auf dieses Princip gekommen ist; 
folgt aus der Bemerkung^ welche er seiner Auseinandersetzung 
beifiigt: „Es ist merkwiirdig, dass die freien Bewegungen, 
wenn sie mit den notbwendigen Bedingungen nicht bestehen 
konnen^ von der Natur gerade auf dieselbe Art modificirt 
werdeU; wie der recbnende Mathematiker nach der Methode 
der kleinsten Quadrate Erfahrungen ausgleicbt, die sich auf 
einander durch nothwendige Abhangigkeit verknQpfte Grossen 
beziehen." 



Prineip der Erhaltung der Kraft. 

Das letzte Prineip, welches in seiner yoUstandigen Ent- 
wickelung der Neuzeit angehort, ist das Prineip von der Er- 
haltung der Kraft, oder das Gesetz von der Constanz 
der Kraft. Passend wird demselben jetzt der Name Er- 
haltung der Energie gegeben. Dasselbe ist von Helmholtz 
1847 in folgender Form ausgesprochen worden: „In alien 
Fallen der Bewegung freier materieller Punkte unter dem 
Einfluss anziehender und abstossender Krafte , deren Intensi- 
taten nur von der Entfemung abhangig sind, ist der Verlust 
an Quantitat der Spannkraft stets gleich dem Gewinn an 
lebendiger Kraft und der Gewinn der ersteren dem Verlust 
der letzteren. Es ist also stets die Summe der vorhandenen 
lebendigen und Spannkraffce constant." Hierbei ist zu bemer- 
ken, dass unter Spannkraften oder unter tod ten Kraften im 
Gegensatz zu lebendigen Kraften die zu verstehen sind, 
welche einen K5rper oder einen materiellen Punkt zu bewe- 
gen streben, so lange sie noch nicht Bewegung bewirkt ha- 
ben. Statt der hier gebrauchten Bezeichnung der Krafte 
sind jetzt auch die von Rankin e aufgestellten Ausdrticke 
actuelle und potentielle Energie recipirt. 

Deutlicher bestimmt dann Helmholtz* das Wesen des 
Principes durch folgende Satze: 1) So oft Naturkorper ver- 
moge anziehender oder abstossender Krafte, welche von der 
Zeit und Geschwindigkeit unabhangig sind, auf einander ein- 
wirken, muss die Summe ihrer lebendigen und Spannkrafte 
eine constante sein, das Max. der zu gewinnenden Arbeits- 
grosse also ein bestimmtes endliches. 2) Kommen dagegen 
in den Naturkorpem noch Krafte vor, welche von der Zeit 
und Geschwindigkeit abhangen oder nach anderen Richtungen 
wirken als der Verbindungslinie jei zweier wirksamer mate- 
rieller Punkte, also z. B. rotirende, so wiirden Zusammen- 



- 41 - 

stellungen- solcher Korper moglich sein, in denen entweder 
in das Unendliche Kraft verloren geht oder gewonnen wird. 
3) Beim Gleichgewicht eines Korpersystems unter der Wir- 
kung von Centralkraften miissen sich die inneren und die 
ausseren Krafte fiir sich das Gleichgewicht halten, sobald 
wir die K5rper des Systems unter sich unverruckbar verbun- 
den denken und nur das ganze System gegen ausser ihm 
liegende K5rper beweglich. 

Das allgemeine Naturgesetz. ist schon 1842 von dem 
deutschen Arzte J. R. Mayer in Heilbronn in einer kleinen , 
aber bedeutenden Abhandlung unter dem Titel „Bemerkungen 
fiber die Krafte der unbelebten Natur" (Annalen der Chemie 
von Wohler und Liebig, B. 42 p. 233) richtig aufgefasst 
und in seiner jetzt von der Wissenschaft angenommenen 
Form vollstandig ausgesprochen word en, indem derselbe da- 
von ausgeht, dass Krafte Ursachen sind und damit auf die- 
selben voile Anwendung findet der Grundsatz cama aequat 
effectum, Auch stellt Mayer das Gesetz der Aequivalenz 
zwischen Warme und Arbeit als eine unmittelbare Folgerung 
aus dem Principe der Unzerstorbarkeit der Kraft auf. Merk- 
wflrdig ist aber, dass dieser als der eigentliche Entdecker 
des Principes die Krafte als imponderable StdflFe bezeichnet 
und ihre Unzerstorbarkeit nach Analogic der Unzerstorbar- 
keit der ponderablen Stoflfe erschloss. ;,Zwei Abtheilungen 
von Ursachen finden sich in der Natur vor", sagt Mayer, 
„ zwischen denen erfahrungsgemass keine Uebergange statt- 
finden. Die eine Abtheilung bildet die Ursachen, denen die 
Eigenschaft der Ponderabilitat und Impenetrabilitat zukommt 
— Materie; die andere die Ursachen, deren letztere Eigen- 
schaften fehlen — Krafte, von der bezeichneten negativen 
Eigenschaft auch Imponderabilien genannt. Krafte sind also 
unzerstorliche, wandelbare, imponderable Objecte." 

Auch hatte 1843 der Dane Col ding der Academic zu 
Kopenhagen eine Abhandlung tibergeben, welche dasselbe 
Gesetz behandelt und auch einige Versuchsreihen zu seiner 
weiteren Begrfindung enthalt. 

Aehnliche Versuche sind um dieselbe Zeit in England 
von dem Physiker Joule angestellt worden, wahrend Car- 
not und Clapayron aus der Unerschafifbarkeit der Kraft 
eine Reihe von Satzen fiber die Warme abgeleitet hatten. 
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Nichts desto weniger gebiihrt Helmholtz das unsterb- 
liche Yerdienst durch seine 1847 erschienene Abhandlung 
,,Ueber die Erhaltung der Kraft" jenes Princip in seiner 
ganzen AUgemeinheit zuerst auf alle Gebiete unserer Nator- 
kenntniss wirklich angewandt und bauptsachlich durch die 
mathematische Pracision der dabei zur.Sprache kommenden 
Begriffe fruchtbar gemacht zu haben. In der That hat sich 
auch der am Schlusse dieser Abhandlung befindliche Aus* 
spruch; dass die. voUstandige Bestatigung jenes Principes 
wohl als eine der Hauptaufgaben der nachsten Zukunft der 
Physik betrachtet werden mtlsse, im Laufe der letzten 20 
Jahre aufs Glanzeudste bewahrheitet. 

Das Philosophische dieses Principes ist aber schon alt 
und von Gelehrten alterer Zeiten bestimmt ausgesprochen, 
aber nie mit Erfolg auf Naturerscheinungen angewendet wor- 
den. Dies mit wenigen Worten zu erlautern, scheint mir 
nicht iiberfltissig. 

Zuerst findeh wir in Bezug darauf passende Bemerkungen 
bei Cicero (Tusc. Cap, 23) ^ indem derselbe sagt, dass der 
Anfang der Bewegung in dem ist, was durch sich selbst be- 
wegt wird. Dies kann aber weder^ entstehen noch vergehen. 
Diese Ansicht ist aber wahrscheinlich nicht erst von Cicero 
aufgestellt, sondem vielleicht einem griechischen Philosophen 
entnommen worden. 

Ausgesprochen worden ist f erner der Satz von Descartes^ 
der als Maass der Erafte die Quantitat der Bewegung einge- 
fUhrt hat; in dem fQr seine Zeit kUhnen^ freilich unbewiese- 
nen SatZ; dass die Quantitat der in dem Universum vorhan- 
denen Bex^egung^ wie die Menge der Materie von Gott stets 
constant erhalten werde^ weil keine Eraft von einem K5rper 
verlassen werde, ohne auf einen anderen iiberzugehen; oder 
weil keine Maschine^ also auch die ganze Welt^ ihre Kraft 
vergrossern konne ohne einen neuen Impuls von aussen. So 
ist es gegeben von Descartes in Principes de laphilas. p. 151 
und der Satz fiir a priori einleuchtend hingestellt. Leib- 
nitz schreibt daruber (Acta erad. 1686): Brevis demonstratio 
erroris memoraibiUs Ca/rtesii et cdiorum circa legem naturae, 
secundum quam volunt a deo semper quantitatem motus con- 
servari. 
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Dem Descartes entgegen spricht Leibnitz, veranlasst 
durch die Irrthiimer; in die sich Descartes beiderAnwen- 
dung seines Princips auf den Stoss der Korper verwickelte, 
von der Erhaltung der lebendigen Kraft oder der absoluten 
Kraft (Essay de dynamiqu6 Wer, VI p. 217) und sagt dann : 
„Im Universum ist immer dieselbe Kraft; denn die K5rper 
desselben konnen nicht mit anderen in Verbindung stehen" 
(Dynamica pars II Wer, VI p, 440J und giebt dadurch den 
Gelehrten der damaligen Zeit Yeranlassung, anzunehmen; 
dass es keine nichtelastischen Korper gabe; denn es waren 
nach seinem Principe die Gesetze des Stosses bei derartigen 
K5rpem nicht zu finden. Zu einer richtigen Anwendung des 
Satzes fehlte aber eine geniigende Kenntniss von der Trans- 
formation der Naturkrafte, wenn auch Leibnitz schon in 
der oben erwahnten Abhandlung Specimen dynam, fol- 
gende Behauptung aufstellt. Eine neue Kraft entsteht nur, 
indem eine friihere verschwindet und in der Wirkung kann 
nicht mehr und nicht weniger Kraft als in der Ursache 
enthalten sein. 

Huyghens (Journal des sav., Mars 1699, Vol. II p. 354) 
kommt auch bei Gelegenheit der Erorterung des Stosses voU- 
kommen elastischer Korper darauf, wie wir schon oben zu 
erwahnen Gelegenheit batten. 

Auch mochte hier ein Ausspruch des Placidus Hein- 
rich ErwShnung finden. Es wird namlich von demselben 
(1812) in seinem Werke iiber die Phosphorescenz der Kor- 
per gesagt: „Wir wissen wenigstens soviel mit Zuverlassig- 
keit; dass in der Natur Nichts verloren geht; Alles erhalt 
sich nur durch einen steten Umtausch, das eine gewinnt 
durch den Verlust des anderen, also im Universum kein 
Verlust, nur Wechsel und Umtausch." Freilich bleibt es 
unentschieden, ob ^er betreffende Forscher diese Behauptung 
vielleicht nur auf die Unzerstorbarkeit der Materie bezieht. 

Einige englische Schriftsteller, so Akin in seiner Ab- 
handlung liber History of force (Philos. Magaz, 28, 470) und 
namentlich Prof. Guthrie Tait, sind sehr geneigt, ihrem 
grossen Landsmann Newton die Entdeckung des Satzes von 
der Erhaltung der Kraft zuzuschreiben, indem sie sich unter 
anderen auf den Ausspruch Newtons beziehen: Acongressu 
et collisione corporum nunquam mutabatur quantitas motus, quae 
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ex summa motuum conspiratdium et differentia contrariorum 
coUigebatur, Dem aber muss entgegengehalten werden, dass 
Newton nur von einer Massenbewegung spricht und den 
Beweis der Unzerstorbarkeit der Bewegung aus der ewigen 
Dauer der Flanetenbewegung entnommen hat und dann auch 
den Satz anwendet auf das Pendel. Aucb Thomson kommt 
zu der Ueberzeugung (Theoretische Physik, Vorrede VII), 
dass Newton, soweit es der Zustand der experimentellen 
Wissenschaft seiner Zeit gestattete, diese herrliche moderne 
Verallgemeinerung anticipirt habe. 

Erwahnenswerth ist ferner eine Abhandlung von Mohr 
(Baumgartner's Zeitschrift fur Physik V), in der auch schon 
angezeigt ist die Umwandlung der Erafte. Es heisst dort 
p. 242: ,;Ausser den bekannten 54 chemischen Elementen 
giebt es in der Natur der Dinge nur noch ein Agens und 
dieses heisst Eraffc; es kann unter den passenden Yerhaltnissen 
als Bewegung, chemische Affinitat, Cohasion, Elektricitat, 
Licht, Warme und Magnetismus hervortreten, und aus jeder 
dieser Erscheinungen kSnnen die tibrigen hervorgebracht 
werden. Dieselbe Kraft, welche den Hammer hebt, kann, 
wenn sre anders angewendet wird, jede der iibrigen Erschei- 
nungen hervorbringen." 

In Bezug auf die Form, welche man diesem Principe 
giebt, ist noch ein Ausdruck von Thomson zu beriicksich- 
tigen. Dieser namlich nennt ein System vqu Eorpem ein 
conservatives System (Theoretische Physik §271), wennwah- 
rend jeder beliebigen Bewegung, durch welche es aus einer 
besonderen Configuration in eine andere iibergehen kann, 
die zwischen seinen Theilen wechselseitig wirkenden Krafte 
stets denselben Betrag von Arbeit verrichten oder verbrau- 
chen. Demnach wiirde unser Princip sich kurz so ausdrQcken 
lassen: ;;Die ganze Welt ist ein conservatives System/' 



Ausgangspunkt der Kritik. 

Im Folgenden soil nun erortert werden, wie viel an jedem 
dieser mechanischen Principien nur ein selbstverstandlicher 
logischer Orundsatz^ wie viel die zum Gebrauche nothwendige 
mathematische Formulirung eines solchen Grundsatzes, wie- 
viel dagegen Ausdruck einer allgemein gfiltig gefundenen 
Erfahrungsthatsache^ wieviel endlieh nur eine durch den bis- 
herigen Umfang der Erfahrungskenntniss wahrscheinlich ge- 
nmchte Annahme ist. Ohne im Voraus entscheiden zu woUen, 
ob die Mechanik eine rein theoretische, deductive Wissen- 
schafti ist; oder ob die Erfahrung und damit die Induction 
in ihr beizubehalten ist^ halte ich es erst noch fdr notb- 
wendig zu erortern, von welchem Standpunkte man in dieser 
Wissenschaft auszugehen hat, um nach der Vorschrift tiber 
die Principien zu urtheilen. Vor AUem ist es wichtig an- 
zugeben; was man zu versteben hat, w^nn von logischen 
Grundsatzen gesprochen werden soil. Solche Satze kann 
man dann aufstellen, wenn man sich Elarheit uber die zu 
verwendenden Begriffe verschafffc hat d. h. nach Aufstellung 
von Definitionen, denn Grundsatze (Axiome) heissen Urtheile, 
welche unmittelbar' gewiss sind, deren Wahrheit also zu- 
gegeben werden muss, sobald die Au^drdcke, indenen sie 
gegeben werden, klar verstanden sind; demnach sind die- 
selben einer Begrandung weder fahig noch bediirftig und be- 
ruhen deshalb auf ursprunglichen Beziehungen der in ihnen 
enthaltenen Begriflfe. Ein wesentlicher Unterschied zwischen 
allgemeinen Grundsatzen und denen, welche als Grundlage der 
mechanisehen Forschung dienen, besteht aber darin, dass 
die ersteren Jedem verstandlich sind, der im Allgemeinen zu 
reflectiren vermag, wahrend die letzteren nur fdr diejenigen 
die Natur von Axiomen haben, welche das ganze Gebiet der 
Mechanik liberBehen konnen, und also hinreichende Kennt- 
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niss der Wirkung physischer Urbachen besitzen, urn im 
Stande zu sein die Wahrheit jener Satze auf der Stelle ein- 
zusehen. Es sind demnach die hier zu betrachtenden Grund- 
satze ein Resultat langer Erfahrung^ ein Ausfluss 'gereinigter 
Forschung, also erscheinen sie zunachst als eine Abstraction 
aus der Erfahrung, mit Hilfe deren auch weiter riickwarts 
auf die Definitionen geschlossen werdeu kann. Da damit 
eigentlich wesentliche Merkmale eines Orundsatzes aufgehoben 
sind, so mochte ich statt ^logischer Grundsatz" lieber setzen 
„6rundhypothese", deren Moglichkeit dann bewiesen ist, wenn 
nicht ein Widerspruch gegen sie aus der Erfahrung ge- 
wonnen wird, deren Nothwendigkeit, also voUsiiindige Wahr- 
heit, aber erst gefolgert wird, wenn jede andere mogliche Vor- 
aussetzung als falsch nacbgewiesen werden kann. Ebenso 
nun wie die ganze Geometrie logisch gefolgert ist aus wenigen 
Grundsatzen, die ihrerseits nicht weiter erklarbar, nicht 
weiter demonstrabel sind, verhalt es sich mit der Mechajiik, 
auch sie muss deducipt werden aus den Grundhypothesen. 
Damit ist nun allerdings ein Mangel bezeichnet, und diirfte 
es ausserhalb der menschlichen Fahigkeit liegen denselben 
zu beseitigen; denn woUten wir eine Mechanik nicht von 
irgend welchen unbegreiflichen und hypothetischen Grund- 
vorstellungen, sondern von Satzen ausgehen lassen, die den 
Stempel unumstosslicher Sicherheit an sich tragen, die durch 
sich selber die Btirgschaffc unangreifbarer Wahrheit bieteii, 
so wdrden wir gezwungen sein, zu den Satzen der Logik 
und Mathematik unsere Zuflucfat zu nehmen. In diesem 
Sinne spricht sich Leibnitz aus, wenn er sagt: (Werke, her- 
ausgeg. V. Gerhardt 11. p. 135.) „Er leu'gne nicht, dass die 
Naturerscheinungen aus einmal festgestelltenPrincipien mathe- 
matisch und mechanisch erklart werden mtissten, aber diese 
Principien selber seien nicht weiter abzuleiten aus den Ge- 
setzen mathematischer Nothwendigkeit. " 

Wenn dann erortert werden soil, wie viel an jedem der 
aufgestellten Principien ein logischer Grundsatz ist, so ver- 
stehe ich darunter, dass angegeben werden soil, wie viel an 
demselben eine logische Folgerung aus den gegebenen Grund- 
hypothesen ist und wie viel an demselben berechtigt ist denEang 
einerGrundhypothese einzunehmen. Bei Erorterung der ersten 
Frage kann man dann darauf kommen, dass ein mechanischer 
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Satz i*t eine Uebertragung allgemein gftltiger Grundsatze 
auf die Mechanik. 

Durch die oben charakterisirte Eigenschaft der Grund* 
hypothesen ist aber keineswegs geleugnet, dass die Mechanik 
eine deductive Wissenschaft ist; denn das charakteristiscbe 
Merkmal einer solcben Wissenschaft ist; dass sie nach Feststel- 
lung der Definitionen von einer Reihe von Behauptungen aus- 
geht, die entweder an und fur sich klar sind oder wenigstens 
nicht aus derselben Wissenschaft angehorigen Satzen ab* 
geleitet werden konnen^ also als deren oberste Satze be- 
trachtet werden mlissen, nur meine ich, dass diese obersten 
Satze, von denen man in der Mechanik auszugehen hat^ nicht 
logische Grundsatze sind^ sondem nur als mechanische Grund« 
hypothesen betrachtet werden konnen. 

Wenn nun im Folgenden ofter das Wort Grundsatz 
(Axiom) gebraucht wird, wo es eigentlich sich nur um Grund- 
hypothesen handelt^ so ist damit der hergebrachten Aus- 
drucksweise Concession gemacht und es wird keine Schwierig- 
keit sein zu entscheiden, ob ein gewohnlicher Grundsatz 
oder eine Grundhypothese gemeint ist. 

Uebersehen wir nun von dem im Obigen angegebenen 
Gesichtspunkt die ganze Mechanik, so kann es uns nicht 
entgeheU; dass es vortheilhaft sein wird diese ganze Wissen- 
schaft in Bezug hierauf in besondere Theile zu theilen. Es 
kann namlich einmal die Bewegung eines Punktes unter- 
sucht werden ohne Riicksicht auf die Materie und auf die 
Ursache, welche diese Bewegung hervorbringt. Dieser Theil 
-der Mechanik, welcher den Namen Phoronomie oder Kine- 
matik fQhrt, oder auch nicht unpassend Geometric der Be- 
wegung genannt wird , wiirde demnach eine Wissenschaft sein, 
die sich sttitzt auf die Grundsatze der Mathematik und auf 
die Definition der Bewegung, mithin als eine rein tbeore- 
tische Wisssenschaffc zu betrachten sein. In diesem Theile 
der Mechanik konnen wir mitZuhiilfenahme neuer Definitionen 
weitergehen, indem wir namlich die Weganderung im Ver- 
haltniss zur Zeitanderung die Geschwindigkeit und die G^- 
schwindigkeitsanderung im Verhiiltniss zur Zeitanderung die 
Beschleunigung nennen und letztere verbinden mit dem soge- 
nannten BeschleunigungscoefGcienten, der dann in der Anw^n- 
dung der Gesetze auf die Natur, die Masse bedeutet, und so eine 
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rein theoretische Wissenschaft bildeu, die es immer noch 
bleiben wird, selbst wenn wir statt einfacher mehrfache 
Puukte uehmeii. Wir konnen dann auch diese Betraehtungen 
noch weiter verallgemeinern , indem wir Beschleunigungen 
hoherer Ordnung einftLbren. Diese Theilung der Mecbanik 
in eine rein tbeoretiscbe Wissenscbaft und in eine solcbe; 
die sicb auf die Erscbeinungen der Natur beziebt, batte 
scbon D'Alembert im Sinne, wenn er sicb so vorsicbtig, 
wie wir es unten beim Princip der verlorenen Erafte be- 
rubren werden, fiber seinen Kraftausdruck ausspricbt, und 
mit ibm alle'anderen Forscber, welcbe die Krafte betracbten 
als die unbekannten Ursacben der Bewegung, welcbe ge- 
messen werden durcb die Bescbleunigung. Sobald wir aber 
Ubergeben zu den wirklicben Ursacben der Bewegung und 
zu den materiellen Punkten, also zurMaterie, so baben wir 
eine Mecbanik; die sicb nicbt mebr auf rein logiscbe Grund- 
satze stiitzt, sondem nur auf Grundbypotbesen. Es kann 
daber nur, um ein scblagendes Beispiel uber den Unterscbied 
dieser Wissenscbaftszweige anzugeben, nicbt Wunder nebmen, 
dass in einer rein tbeoretiscben Mecbanik nicbt die Rede 
sein kann von einem Princip der Tragbeit. Wenn nun aber 
die Resultate der tbeoretiscben Mecbanik, deren Gebilde nur 
gedacbte Dinge sind , wie die geometriscben, auf Pbanomene 
der pbysiscben Welt Anwendung find en soUen, so ist erst 
nocb eine Untersucbung dber deren Berecbtigung anzustellen. 
Wenn nun durcb diese Erorterung iiber die mecbaniscben 
Axiome die Ansicbt derjenigen Pbysiker gerecbtfertigt zu 
sein scbeint, welcbe meinen, dass dieselben nur seien von. 
einander unabbangige Erfabrungssatze, so soil im Folgenden 
die Meinung Anderer Beriicksicbtigung finden, nacb der 
diesen Satzen eine Evidenz zuzuscbreiben sei, die bober als 
die Gewissbeit der Erfabrung stebt, eine Meinung, die sicb 
aucb meist kund giebt bei den Entdeckem dieser axiomati- 
scben Wabrbeiten; denn diese baben gewobnlicb neben der 
Begriindung derselben durcb die Erfabrung eine a priori ge- 
sucbt. Hervorbeben mUssen wir aber sogleicb, dass den 
Axiomen der Mecbanik keineswegs anscbaulicbe Gewissbeit 
zukommt, im Gegentbeil bietet die Darstellung des Gegen- 
tbeils derselben nicbt die geringste Scbwierigkeit, sie scbeint 
sogar allgemein die leicbtere und die naberliegende zu sein; 
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denu die axiomatischen Satze der Mechanik werden nicbt 
nur jetzt noch von der gemeinen Erfahrung sehr oft bei Seite 
gesetzt; sondern viele sind auch innerhalb der Wissenschaft 
erst in einer yerhaltnissmassig spateren Zeit zur Anerkennung 
gekommen^ nachdem zuvor das Gegentheil derselben all- 
gemein angenommen worden war. Wenn also auch durch 
die eben angegebene Thatsache als unumganglich feststehend 
behauptet werden kann^ dass die Grundhypothesen durch die 
Erfahrung ihre feste Begriindung erhalten haben, so soil 
nun im Folgenden erortert werden, dass uns immer noch 
eine Moglichkeit ihrer Deduction gegeben ist unter Zugrunde- 
legung einer einzigen Hypothesis, die allgemein anerkannt 
ist und auch, wenn nicht jede Naturforschung fflr unmog- 
• lich gehalten werden soil, beibehalten werden muss. 

Diese Hypothesis ist folgende. In der Natur herrscht 
Gesetzmassigkeit und zwar ausnahmslose, welche jede Spon- 
tanitat als unmoglicb hinstellt. Dieser Satz hat allerdings 
gewohnlich eine andere Form; denn man sagt, es miissen 
alle Erscheinungen einen zureichenden Grund haben, der 
immer fur dieselbe Erscheinung derselbe ist, oder allgemeiner 
das Causalprincip in der Naturforschung ist ein richtiges 
Princip. 

Nach Feststellung dieses Satzes wtirde es also die Auf* 
gabe der physikalischen Wissenschaften sein die Erklarung 
der Erscheinuiigen der unorganischen Natur nach dem Cau- 
salzusammenhange zu geben. Geben wir aber das Gesetz 
der nothwendigen Causalitat in der Natur auf, so fallt mit 
diesem auch die Annahme der Begreiflichkeit der Natur und 
damit alle Naturwissenschaft. 

Bevor wir dieses Princip einer Erorterung in Bezug auf 
seine Anwendung in der Mechanik unterziehen, miissen wir 
die nothigen Postulate angeben. 

Wir setzen als Daseiendes Materie, der nur zukommt 
erstens Ausdehnung nach drei Bichtungen und damit Theil- 
barkeit in Massenpunkte, die immer noch Ausdehnung haben 
mtlssen, zweitens Masse, so dass jeder qualitative Unter- 
schied aufgehoben ist, und damit Undurchdringlichkeit. Im 
Gegensatz zur Ansicht der Atomistiker postuliren wir femer, 
dass diese gesetzte Materie Ursachen unterworfen ist, d. h. 
dass auf die Materie Krafte wirken, deren Trager die Materie 

Klein, Frincipien der Mechanik. 4 
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selbst wiederum ist. Die Materie ist also ' das durch die 
Sinne Wahmehmbare oder dasjenige was eine Eraft aussem 
oder die Wirkung einer Ejraft erleiden kann. 

Die beiden Postulate aber^ die Setzung der Materie und 
derselben innewohnenden £[rafie lassen sich nicht trenneii; 
sondem sie konnen nur als Abstractionen betrachtet wer- 
deu; da eine Materie als das nur Daseiende keine Yerande- 
rung hervorbringen konnte^ voUig gleichgiiltig ware, wah- 
rend den Eraften allein das Daseiende, die Materie, fehlen 
wtirde. 

In Bezug darauf muss allerdings zugegeben werden, 
was Schelling (Ideen zu einer Philos. d. Natur, p. 128) sagt: 
^Diese Begriffe sind nicht auf dem Grund und Boden der 
Pbysik entsprossen, sondem sie muss gestehen, dass sie auf » 
Principien sich stdtzt, die aus einer anderen Wissenschaft 
entlehnt sind." Weiter unten, wenn wir von den einzelnen 
Grundhypothesen sprechen, wird dies noch manche Bestati- 
gung finden, und es wird daher auch wohl gerechtfertigt 
erscheinen, wenn ich nicht von Axiomen, sondem nur von 
Grundhypothesen spreche. 

Indem wir nun auf eine Betrachtung des Causalprincips 
eingehen, finden wir, dass dasselbe in der Naturwissenschaft 
eine doppelte Bedeutung hat; denn es ist dasselbe einmal 
das oberste Gesetz alles Geschehens nnd erhalt dann die Form: 
„Alles, was geschieht, hat eine Ursache", dann aber gilt es 
als das oberste Regulativ der Forschung und erhalt dann, 
indem man es als den Satz vom zureichenden Grunde be- 
zeichnet, folgenden Ausdruck: „ Alles, was geschieht, muss 
auf eine Ursache feuriickgefuhrt werden, die zur Erklarung 
zureicht." 

Nur kurz erwahnt sei, dass das Causalprindp die Philo- 
sophen vielfach beschaftigt hat. Der skeptische Empirismus, 
dessen Vertreter Hume ist, fasst das Verhaltniss der Ur- 
sache zur Wirkung, als eine bios subjective, durch Associa- 
tion wiederholt auf einander folgender Wahxnehmungen 
psychologisch entstandene Form des Zusammenhangs dear 
Erscheinungen auf. Der kritische Idealismus halt es fUr eine 
der Kategorieen, durch welche eine objective Erfahrung erst 
moglich wird und unter die der Yerstand diese Succession 
der Erscheinungen subsumirt. Der objective und absolute 
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Idealismus fuhrt alle Causalitat ihrem Principe nach auf 
Selbstbestimmung zuriick^ welche auch als causa sui dem 
monistischen Realismus zu Grunde liegt. Der dogmatische 
Empirismus denkt die Ursache als aussere in der Form 
einer thatigen Krafk, der ein leidender Stoflf gegendber steht, 
welcher nur die Empfanglichkeit ftir die Wirkung der Kraft 
besitzt. 

Es ist klar^ dass wir uns nach den oben aufgestellten 
Postulaten auf den zuletzt angefuhrten Standpunkt zu stellen 
haben und es nur einer Erorterung bedarf wie wir dieses 
allgemeine Princip unter Berucksichtigung der gestellten 
Postulate zu einer weiteren Benutzung gewissermassen be- 
schranken mussen. Nachdem wir eine unveranderliche Materie 
gesetzt baben und auch auf diese wirkende Krafte^ so bleiben 
nur noch Erscheinungen, hervorgebracht durch die Krafbe^ 
die wir als letzte Ursache hinstellen und deren Wirkungs- 
weise nun erortert werden kann, wahrend es ein Problem 
der Philosophic ist das Reale der Materie und der Krafte 
einer weiteren Untersuchung zu unter werf en und damit auch 
das Causalgesetz weiter zu priifen. 

Bei den Erscheinungen dtirfen wir also nicht mehr an die 
Gegenstande denken, so dass also uns diese nur in rlLumlichen 
und zeitlichen Yerhaltnissen gegeben sind. Daraus geht her- 
Yor^ dass das Gausalprincip in der Naturforschung verlangt^ 
dass unsere Satze unseren Anschauungen von Raum und 
Zeit entsprechen. 

Um nun die Methode zu bestimmen, welche wir an- 
wenden mussen, um mit Hilfe des Causalprincips fiir die 
Phanomene der physischen Korper zu folgern, betrachten 
wir das Regulativ der Naturforschung vom zureichenden 
Grunde. 

Es scheint zunachst das Wort zureichend eine Unbestimmt- 

heit zu enthalten, die dem Gutdiinken des Untersuchers 

einen weiten Spielraum zulasst. Das Wort zureichend soil 

aber nicht bios aussagen, dass der Grund zur Hervorbriogung 

der bestimmten Wirkung nicht unzureichend sein diirfe, son- 

deni; dass wir auch zureichenden Grund haben mtissen, 

diesen bestimmten Grund gerade vorauszusetzen. Indem wir 

nun unser Regulativ in den Naturwissenschaften anwenden, 

haben wir zweierlei zu bedenken. Jede zusammengesetzte 

4* 
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Wirkung mtissen wir in die einfachsten Einzelwirkungen, 
aus denen sie gebildet wird, zerlegen und demgemass ist 
ebenso das zusammengesetzte Phanomen^ welches gewohnlich 
Ursache genannt wird, in eine Reihe einfacher Ursachen zu 
zerlegen. Es heisst dann derjenige Theil eines zusammen- 
gesetzten Phanomens die Ursache fiir einen bestimmten Theil 
eines anderen zusammengesetzten Phanomens, sobald jener 
erste diesen zweiten unverandert hervorbringt, auch wenn 
man alle iibrigen Theile der beiden Phanomene entfernt oder 
verandert. Das Wort zureichend ftihrt ferner darauf, dass 
man es immer, wenn mit Hilfe des Satzes vom zureichenden 
Grunde gefolgert werden soil, mit einem Obersatze zu thun 
haben wird, der ein disjunctives Urtheil mit einer un- 
bestimmten Anzahl von Gliedern bildet. Man wird also dann 
erst die richtige und nothwendige Ursache gefunden haben, 
wenn bei Folgerung mit Hilfe des Causalprincips das Wort 
zureichend entfernt werden kann, also der Obersatz des 
Schlusses nicht mehr disjunctiv ist. 

Hiermit ist der Weg zur Anwendung des allgemeinen 
Causalgesetzes zur Auffindang von Grundhypothesen gegeben, 
denn es ist nun die Art des Obersatzes bestimmt zu dem 
das allgemeine Causalprincip als Untersatz gehort,. um dann 
folgem zu konnen. Den Obersatz finden wir namlich durch 
die eben charakterisirte Methode der Naturforschung unter 
Beriicksichtigung dessen, dass,wie oben auch schon angegeben, 
weil wir bei den Erscheinungen stehen bleiben, derselbe 
unseren Anschauungen conform sein muss. Wir werden dem- 
nach bei der Aufsuchung der Grundhypothesen, unsere An- 
schauung von alien Vorstellungen mit Ausnahme derjenigen, 
auf welche sich das Axiom bezieht, frei machen und damit 
zu einem einfachen Phanomen gelangen, zu dem wir die 
eben auch einfache Ursache finden. 

Von diesem hierdurch charakterisirten Standpunkte aus- 
gehend, finden wir zunachst, dass alle Ursachen in der 
Natur Bewegungsursachen oder alle Krafte Be- 
wegungskrafte sind. 

Wir sind damit in der modernen Physik auf dem besten 
Wege der Forderung zu genugen, die man dadurch aus- 
driickt^ dass die Physik sich zu einer angewandten Mechanik 
entuvickeln musse. Dass die Realitat jedwelcher qualitativen 
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Verandenmg zu leugnen ist, und die Verschiedenheit der 
Qualitaten nur in Eraften also Bewegangsursaclien beruht^ 
widerspricht aber sowohl der unmittelbaren Anschauung 
als auch einer schon sehr gelauterten Naturforschung, indem 
es, wenn auch die Annahme einer qualitativen Veranderung 
der Elementarbestandtheile schon seit dem vorigen Jahr- 
hundert aus der Physik verdrangt worden ist und man alle 
Veranderungen in Bewegung begriindet annehmen mochte^ 
noch nicht gelungen ist iiberall von der Qualitat des Be- 
wegten zu abstrahiren. 

Um liber diesen Satz zu entseheiden, mtissen wir be- 
denken, dass uns die Dinge nur durch eine Vorstellung von 
denselben gegeben sind ; demselben Dinge verschiedene Vor« 
stellungen substituiren, heisst also fiir unsere Anschauungen 
verschiedene Dinge setzen, wahrend wir durch Reflexion 
gezwungen sind zu behaupten^ dass das Ding geblieben sei. 
Ortsveranderung ist nun die einzig vorstellbare Veranderung 
der Dinge, bei welcher diese selbat identisch' bleiben, mit- 
hin kann nach dem Causalprincip die Ursache der Verande- 
rung der Dinge nur beruhen in Ortsveranderungsursachen. 

Nachdem wir hiermit das Wesen der Krafte bestimmt 
haben, soil in der zweiten Grundhypothese der Sitz die- 
ser Ursache gegeben werden, indem wir behaupten, dass 
die Bewegungsursachen ausserhalb des Bewegten 
liegen. 

Denken wir uns einen materiellen Punkt im Raume sich 
bewegen, so miissen wir, um die Ursache der Bewegung zu 
finden, alles Andere, was nicht zu der Bewegung des Punk- 
tes nothwendig ist, entfemen, um die Bedingungen zu ver- 
einfachen. Stellen wir uns demnach bios einen Punkt vor 
und entfernen sonst Alles, den Zuschauer mit eingeschlossen, 
aus der Vorstellung, so ist der Punkt nicht in Bewegung; 
denn diese ist nur moglich im Verhaltniss zu anderen Punk- 
ten. „Wenn hiermit (Wundt: Die physikalischen Axiome, 
p. 120) bewiesen ist, dass jeder Punkt nur bewegt gedacht 
werden kann in Bezug auf einen anderen Punkt, so liesse 
sich jedoch immerhin sagen: die eigentliche Ursache der 
Bewegung liegt doch im Bewegten selber, und der aussere 
Punkt ist nur eine Bedingung, unter der die Ursache zur 
Aeusserung gelangt. Hier giebt nun dag Causalges^t? die 
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Entscheidung. Dieses sagt uns: die Ursache ist dasjenige 
Phanomen, das zur Hervorbringung der Wirkung unerlass- 
lich ist. Wirkung ist in diesem Pall die Bewegung. Denk- 
bare Ursachen sind zwei vorhanden: der bewegte Punkt 
selbst und der andere, in Bezug auf welchen er sichbewegt. 
Denke ich mir nun den zweiten Punkt weg, so hort die Be- 
wegung auf: das Experiment lehrt also, dass dieser letztere 
die Drsache sein muss. Wir konnen den hieraus sich erge- 
benden Schluss allgemein aussprechen: Bewegungen sind nur 
denkbar durch das Zusammensein der Dinge, die Ursache je- 
der einzelnen Bewegung muss also ausserhalb des Bewegten 
liegen." 

Dass uns die Annahme eincr Bewegung zur Aufstellung eines 
neuen Postulates zwingt, ist von C. Neumann bei Erorterung 
des folgenden Axiomes genauer erortert. Es fuhrt namlifch 
dieselbe zu dem Postulate eines im Baume absolut festen 
Punktes. Dieses Postulat ist aber, da uns das vorige 
Axiom zur Annahme einer Bewegung gezwungen hat, ge- 
rechtfertigt. WoUten wir ferner dieses Postulat nicht a priori 
anerkennen, so mflssten wir damit auch behaupten, dass der 
mechanische Begriff der Bewegung nicht richtig sei und da- 
mit wflrde auch die Geometric der Bewegung den Werth 
einer theoretischen Wissenschaft verlieren und wir wtirden 
damit in Untersuchungen kommen , welche unser Gebiet liber- 
fichreiten. 

Wir fragen dann naturgemass, wie diese Bewegungs- 
ufsache wirke, und erhalten die Antwort, dass die Ejrafte 
wirken in gerader Linie ihres Ausgangs- und AngriflFspunktes. 
Diesem Satze scheint in der Natur oft widersprochen zu 
werden, so z, B. durch die sogenannte. elektrische und mag- 
netische Richtkraft. Zur Deduction dieser Bestimmung uber 
die Kraft mtissen wir bei der im Obigen verlangten Abstrac- 
tion stehen bleiben. Wir mfissen uns also nur zwei Punkte 
vorstellen, dann giebt es kein raumliches Verhaltniss mehr 
als das Lagerverhaltniss dieser zwei Punkte zu einander. Da- 
durch ist aber nur die Gerade bestiramt, welche sie verbin- 
det ; soil demnach der eine Punkt auf den anderen bewegend 
einwirken, so kann die Bewegungsursache nur in der Rich- 
tung der die Punkte verbindenden Geraden wirken ; denn zu 
jeder anderen Richtung der Kraft miissten wir einen neuen 
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Bestimmuiigsgruiid hinzunelimen^ hatten also unser Phano- 
men in ein zusammengesetztes verwandelt. 

Hieraus folgt zugleich, dass die Grosse der Ursache oder 
der Kraft jedenfalls nur abhangig ist von der gegenseitigen 
Entfernung der Punkte, zwischen denen dieselbe wirkt; denn 
nur diese ist bei unserer Abstraction bestimmt. Es kann 
also hier sogleicn abgeleitet werden, dass die Grosse der 
Kraft von der .Geschwindigkeit der sich bewegenden Punkte 
nicht abhangig sein kann. Wenn wir bei der oben vorge- 
schriebenen Vereinfachung der Erscheinung stehen bleiben, 
nur uns die beiden Punkte sich einander nahernd denken, 
so werden wir bald erkennen nach dem Causalgesetz, dass 
eine Abhangigkeit der Kraft von der Geschwindigkeit un- 
denkbar ist. Die Bewegung und damit die Geschwindigkeit 
sind Folge der Kraft, es miisste also bei einer Abhangigkeit 
der Ki*aft von der Geschwindigkeit Ursache und Wirkung 
vertauscht werden konnen. Dies enthalt nun allerdings, wie 
unten beim Princip der Erhaltung der Kraft gezeigt werden 
kann, keinen Widerspruch, aber wir konnen nun das ange- 
gebene Phanomen nicht mehr fur ein einfaches halten, da 
eine Veranderung schon angenommen ist, welche eben eine 
Ursache haben muss, die wir Kraft nennen. Nach diesen 
Erorterungen bleiben also nur Centralkrafte iibrig, d. h. 
solche Krafte, die von den materiellen Punkten ausgehen und 
gerichtet sind nach den geraden Verbindungslinien derselben 
und deren Intensitaten nur abhangen von den Abstanden 
dieser Punkte. 

Hiermit freilich treten wir in Widerspruch mit Gesetzen, 
welche in der Physik behandelt werden. In Bezug darauf 
lasst sich aber immer sagen, dass diese gefolgert sind aus 
prbvisorischen Definitionen, zu denen sicher z. B. die alien 
elektrischen Erscheinungen zu Grunde liegende Annahme 
elektrischer Massen gehort. 

Es kann ferner nicht unbeachtet bleiben, dass wir uns 
durch diese Grundhypothese in neue Schwierigkeiten bringen, 
die sich, wie folgt, recht grell darstellen lassen. Im Welt- 
raum erschallen fortwahrend Befehle, infolge der Anziehungs- 
kraft, ausgehend von den einzeluen Himmelskorpern, und 
jeder Weltkorper ist unablassig bemUht, diese Befehle, von 
denen er keinen uberhort, aufs piinktlichste auszufiihren, 
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so dass er auch jedem einzelnen wiederum nach der nachsten 
Grundhypothese voUstandig geniigt. Nicht minder schwierig 
ist zu begreifen die Vorstellung, die C, Neumann (Matliem. 
Annalen I p. 317) der Theorie der Elektrodynamik zu Grunde 
legt, nach der ein von einem Massenpunkte gegebener Be- 
fehl nicht momentan zum anderen hingela^gt^ sondem eine 
gewisse Zeit brauchen soil, um den Weg von einem Punkte 
zum anderen zu durchlaufen. Suchen wir uns eine Vorstel- 
lung von diesen rathselhaften Vorgangen zu machen., so 
mUssen wir uns gestehen, dass wir hier vor einer Thatsache 
stehen, die nicht minder geheimnissvoll und unbegreiflich 
ist, als die Uebertragung personlicher Willensacte auf das 
Gebiet der materiellen Veranderungen und wir stimmen gem 
mit Eant iiberein, der (A.nfangsgrund der Naturwissensch.) 
die Frage nach der Ursache der allgemeinen Attraction in 
das Gebiet der allgemeinen Metaphysik verweist. 

Der postulirten Materie schreiben wir Tragheit zu, 
oder sagen, dass ein Eorper nicht von selbst seinen 
Zustand andern kann, wodurch wir den Grundsatz, die 
Wirkung jeder Ursache verharrt, auf die Materie libertragen. 
Es soil damit zweierlei gesagt werden: erstens, dass ein 
Korper nicht von selbst aus dem Ruhezustand in Bewegung 
iibergehen kann und dass ein in Bewegung gesetzter Punkt, 
falls keine fremde Ursache auf ihn einwirkt, also voUstandig 
sich selbst liberlassen bleibt, in gerader Linie fortgeht und 
und zwar so, dass er in gleichen Zeiten gleiche Weg- 
abschnitte zurUcklegt; zweitens sagt der Satz noch, dass die 
Wirkung verharrt, selbst wenn eine neue Ursache hinzutritt, 

„Der erste Satz", deduciren wir nach Wundt, p. 122, 
„ist oflFenbar nur eine specielle Formulirung des Causal- 
gesetzes, (da er auf den speciellen Fall der Aenderung vor- 
handener Wirkungen anwendet, was das Causalgesetz selbst 
allgemeiner schon ausspricht. Denn da nach dem Causal- 
gesetz jedes Geschehen, d. h. jede Veranderung, eine Ur- 
sache haben muss, so mUsste auch fiir den plotzlichen Still- 
stand einer einmal in Gang gebrachten Bewegung eine Ur- 
sache gefunden werden. Den zweiten Satz priifen wir auf 
seine Anschaulichkeit, indem wir uns zunachst einen Punkt 
durch vorausgegangene Ursachen in Bewegung begriflfen den- 
ken. Um nun die Veranderung zu erfahren, welche eine neu 
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hinzukommende Kraft erzeugt, baben wir nns den bewegten 
Punkt isolirt vorzustellen und dann das neue Kraftcentrum 
hinzuzudenken. Ein isolirt vorgestellter Punkt ist aber, wie 
wir gesehen haben^ nothwendig ruhend in unserer Vor- 
stellung (besser wohl, ist nicht in Bewegung). Das hinzu- 
gedachte Kraftcentrum fUr sich, d. h. wenn ich von der 
schon vorhandenen Bewegung abstrahire, wirkt daher eben- 
80, als wenn es zu einem vorher in Rube befindliehen Punkte 
hinzukame, und dies ist es, was der Satz vom Beharren der 
Wirkung verlangt." 

Der zweite Theil unseres Satzes ist fiir die Mechanik 
ausserordentlich wichtig, denn er enthalt die Moglichkeit 
die Wirkung verschiedener Krafte auf einen Punkt zu iiber- 
sehen mit Hilfe des Parallelogramms der Krafte. Es ist 
nach ihm einerlei/ ob zwei Bjrafte gleicbzeitig oder nach 
einander auf einen Korper wirken, weil die Wirkung der 
ersteren bebarrt auch wenn die zweite dazukommt, welche 
dann dieselbe Wirkung ausiibt, wie auf den Korper im 
Ruhezustande und daber die der ersten Kraft ebenso veran- 
dert, wie es bei gleichzeitiger Wirkung gescbeben ware. 
Es liegt dann umgekehrt auch kein Bedenken vor, bei einer 
bervorgebrachten Bewegung sich diese verursacht zu denken 
als Folge einer oder mehrerer gleicbzeitig wirkender Krafte. 
Unser Princip ist von C. Neumann (Antrittsvorlesung 
1869) einer genauen Untersuchung unterworfen und von 
ibm gezeigt word en, dass dasselbe nieht als ein einziges 
Princip acceptirt werden dUrfe, sondem bei genauer Betrach- 
tung aufgelost werden mUsse in eine grossere Anzabl theils 
fundamentaler Principien, theils sich anlehnender Definitio- 
nen, wie die der Rube, Bewegung und die gleich langer 
Zeitabschnitte. Nach der Charakterisirung unseres Stand- 
punktes gehen diese Principien iiber unsere Postulate hinaus 
und gehoren demnach in das rein philosophische Gebiet. 

Die Wahrheit der Satze von der Znsammensetzung und 
Zerlegung der Krafte erhalt auch noch durch folgende Be- 
trachtung eine wesentliche Bestatigung. Es ist angegeben 
worden, dass wir eine rein theoretische Mechanik aufbauen 
konnen, gegriindet auf die Definition der Bewegung iind auf 
die geometrischen Axiome. In dieser kbnnen die Zusammen- 
setzung und Zerlegung der Geschwindigkeiteu rein geome- 
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trisch abgeleitet werdeu. Da nun nach unserem vorigen 
Axiome die Krafte nur Richtung und Grosse besitzen, so 
konnen sie wie Geschwindigkeiten durch gerade Linien dar- 
gestellt werden, welche die Richtungen dej Krafte haben 
und deren Langen den Grossen derselben beziehungsweise 
proportional sind; da ferner die Krafte, wie oben erortert, 
gemessen werden durch die Aenderung der Bewegung, die 
sie erzeugen , und da ihre Richtungen sich durch die bestim- 
men, in denen diese Aenderungen vor sich gehen, so wird 
die Resultante einer beliebigen Anzahl von Kraften durch 
dasselbe geometrische Verfahren wie bei den Geschwindig- 
keiten ermittelt werden konnen. Zu denselben Schlussen 
werden wir gelangen konnen durch das in der theoretischen 
Mechanik, entwickelte Gesetz des Parallelogramms der Be- 
schleunigung. 

Nur kurz beriihrt soil werden, dass auf unserer Grund- 
hypothese die allgemein angenommenen Zeitmessungen be- 
ruhen; denn wir nennen die Zeitabschnitte einander gleich, 
in denen ein Korper, der nur infolge der Tragheit sich be- 
wegt, gleiche Wege zuriicklegt. 

Wenn nun in der theoretischen Mechanik die Aenderung 
der Geschwindigkeit oder die Beschleunigung als ein rein 
geometrisches Element betrachtet wird und sich ergiebt, 
dass diese, sobald wir von der Masse abstrahiren, als 
ein Maass der Kraft benutzt werden muss, dass ferner diese 
Kraft auch proportional der Masse ist, wodurch der Beschleu- 
nigungscoefficient in die Masse libergeht, so folgt, dass wir 
die Beschleunigung mal der Masse als ein richtiges Maass der 
Kraft benutzen konnen, so dass sich dadurch die rein geo- 
metrischen Untersuchungen der Bewegungslehre in die der 
allgemeinen Mechanik iibertragen, d. h., dass sich zu jedem 
Satze der theoretischen ein entsprechender der allgemeinen 
Mechanik findet. Dabei muss freilich immer noch zugestan- 
den werden, dass selbst fiir den Fall, dass die Satze der 
letzteren Wissenschaft wegen der noch vorhandenen Hypo- 
thesen nicht wahr waren, jene ersteren immer noch ihre ab- 
solute Richtigkeit behielten. 

Wir kommen nun zu dem letzten Grundsatz, der uns 
einen Aufschluss geben soil, wie wir verwickeltere Bewe- 
gungsfalle voUstandig verstehen konnen. Wirkung und^ 
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Gegenwirkung sind einander gleich (dctio est par re- 
adioni). Damit ist gesagt, dass, so oft ein mater ieller Punk t 
eine Wirkung auf ein en anderen hervorbringt, dieser letztere 
immer eine gleiche, aber entgegengesetzte, auf den ersteren 
ausubt, und zwar so, dass wenn die beiden Punkte auf un- 
veranderliche Weise mit einander verbunden waren, die bei- 
den Wirkungen sich vollstandig aufheben wurden. 

Newton hatdiesen Satz als einen der drei Grundsatze 
seiner Nalurphilosophie (Lex III) mit folgenden Worten 
aufgestellt : Actioni contrariam semper et aequalem esse reac- 
tionem, sive corporum duorum actiones in se mutuo semper esse 
aequalem et in partes contrarias dirigi, und dann unter ande- 
ren die Anwendung gemacht, dass bei einer gegenseitigen 
Einwirkung der Korper auf einander deren Schwerpunkt nicht 
afficirt werde. 

Die Deduction dieser Grundhypothese ist nach Wundt 
p, 122 folgende: „Denken wir uns wieder zwei Punkte, die 
in gegenseitiger Bewegung begriflfen sind , und nehmen alles 
Andere, den Vorstellenden mit eingeschlossen, aus der An- 
schauung hinweg. WoUten wir nun annehmen, bios der 
eine Punkt bewege sich gegen den anderen, wahrend dieser 
in Buhe bliebe , so ware damit die Forderung gestellt , dass 
die Punkte nicht bios eine gegenseitige Lage besitzen, son- 
dern dass ihnen eine absolute Lage in ein em Anschauungs- 
raume zukommt, was nur moglich ist, wenn ich mir den 
Vorstellenden hinzudenke." 



Prineip der Erhaltung der Kraft. 

Hieran kniipft sich der Reihenfolge der Principien bei 
der historischen Aufstellung entgegen die Erorterung tiber 
das neueste Prineip, namlich Uber das der Erhaltung der 
Kraft. Ich nehme deswegen diesen Satz voraus, weil, wie 
aas dem Folgenden hervorgeben soil, derselbe vielleicht mit 
Becht als eine Grundhypothese angesehen werden kann und 
auch schon, wie oben angegeben, unter der Form: Jede 
Wirkung ist aquivalent ihrer Ursacbe {causa aequat effectum) 
unter die physkalischen Axiome gestellt worden ist. 

Es soil nuQ zunachst angegeben werden, dass dieses 
Prineip denselben Bang einnehmen muss, den die friiheren 
als Grundhypothese genommenen Satze haben; denn auch er 
wird sich aus dem Caasalgesetz entwickeln lassen. Wir gehen 
deswegen zuriick auf das anfangs gegebene Postulat eines 
unveranderlichen Bestandes von Massentheilchen und haben 
dann eine Kraft nach dem Obigen uns nur vorhanden zu 
denken an den Massentheilchen, die wir ja eben auch nur 
wahmehmen konnen durch die Wirkung dieser Krafte auf 
unsere Sinne. Nach Feststellung dessen ist es dann geboten 
anzunehmen die Unerschaffbarkeit und Unvernichtbarkeit der 
in den Massentheilchen innewohnenden einfachen Krafte, die 
als Centralkrafte bestimmt worden sind, so dass dieselben 
nach dem Causalprincip nicht aus Nichts von Neuem ver- 
mehrt werden konnen. Der in der Natur vorhandene Kraft- 
vorrath ist also constant wie •der Massenvorrath. 

Wir haben uns demnach den Uebergang der Massen- 
theilchen zu den Naturkorpern oder genauer zu dem in einem 
bestimmten Zeitpunkte stattfindenden Zustand eines Korpers 
folgendermassen zu denken. Jeder Zustand eines Korpers 
ist aufzufassen als das Besultat oder als die Summe aller 
der Veranderungen, welche die Krafte an den Massentheil- 
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chen desselben hervorgebracht haben im Gegensatz zn der 
noch vorhandenen Summe, von der alle zukiinftigen Ver- 
anderungen des Korpers abhangen. Wenn wir nun die 
Summe der erreiehten Veranderungen als die Wirkungen be- 
zeichnen, wahrend die noch nicht in Wirkungen verwandel- 
ten Krafte die Ursaelien sind; so wird sich demnach die eben 
gefolgerte Behauptung so darstellen lassen: die Summe der 
Wirkungen und Ursachen in der Welt ist constant. 

So erscheint also dieser unser Satz zunachst als eine 
Folgerung, zu der man gelangt durch Schlusse der Analogie 
von der Materie zur Kraft, erlialt aber eine sichere Begriin- 
dung durch die filr den Naturforscher nothige Annabme 
einer qualitativ und quantitativ unveranderlichen Materie mit 
derselben innewohnenden Kraften, die also dann auch nach 
dem Causalprincip unveranderlich sein miissen. 

Wir werden spater auch noch ofter Gelegenheit haben 
zu bemerken, dass dieser unser Satz auch insofern als Grund- 
hypothese gesetzt werden darf, als er das Fundament bildet, auf 
das wir uns stiitzen, um durch die mathematische Form der Prin- 
cipien bedingte Beschrankungen derselben richtig deuten zu 
konnen, dann auch um von manchen Erscheinungen eine ge- 
niigende Erklarung geben zu konnen und endlich auch, lim 
liber provisorisch aufgestellte Gesetze entscheiden zu konnen. 
Ja die umfassende AUgemeinheit des Satzes fuhrt zu der 
Erkenntniss, dass die Bewegungen der kleinsten Korper^ 
theilchen nach denselben Gesetzen sich richten wie die grossen 
Massen der Himmelskorper, und dass es nur in der Beschaffen- 
heit unserer Sinne liegt, wenn wir jene kleinen unsichtbaren 
Bewegungen der Materie als besondere Qualitaten der Be- 
wegung auffassen und nicht in ihnen die Elemente des 
Brumes und der Zeit, wie in den sichtbaren Bewegungen 
der Korper wiederfinden. 

Nun muss erortert werden, wie dieser Satz, welcher nach 
der bisherigen Erorterung nur pin Abstractum ist, ein fiir 
die analytische Mechanik wichtiges Moment werden kann, 
wodurch die Frage beantwortet wird, wieviel an demselben 
die zum Gebrauche nothwendige mathematische Formuli- 
rung, ist. 

Da wir uns die ganze Welt aus Elementen von unver- 
anderlicher Qualitat bestehend denken, so bleiben, wie oben 
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schoB ausfUhrlich angegeben ist^ als einzige noch mogliche 
Aenderungen in einem solchen Sjsteme raumliche^ oder so be- 
ruhen alle Veranderungen auf Bewegungen. Mit Hilfe dieser 
Bemerkung^ welche eine rein logische Gonsequenz der An- 
nahme yon der Unyeranderlichkeit der Materie der Quantitat 
und Qualitat nacb enthalt; wird der im Obigen gegebene 
Zustand eines Korpers nacb mechanischen Betrachtungen 
sich ausdrdcken lassen dureh das halbe Produkt aus der. 
Masse oder Massentheilchen und dem Quadrate der Geschwin- 
digkeit derselben, eine Grosse, "welche mit dem Namen der 
lebendigen Kraft oder auch Bewegungsenergie (Kinetische 
Energie) bezeichnet wird. Dass dieser Ausdruck aber eine 
rein mathematische Form ist^ lasst sich leicbt iibersehen^ 
trotzdem dass sich Leibnitz bemiiht hat darzuthun^ dass auf 
dieses Kraftemaass Vernunft und Erfahrung hinleiten, dass 
es eine metaphysische Erkenntniss sei. Denn wenn es auch 
von selbst einleuchtet, dass die Grosse der Wirkung einer 
bewegten Masse durch ihre Geschwindigkeit und durch die 
Masse bestimmt ist, so wird man doch ohne die mathema- 
tische Behandlung constant wirkender Knifte nie zum Qua- 
drate der Geschwindigkeit kommen; denn der Begriflf einer 
bestandig und unveranderlich wirkenden Kraft ftihrt nur mit 
Zugrundelegung des Satzes, dass eine Bewegung ewig bleibt 
zu der Gleichung c =: gt Obgleich nun ganz richtig be- 
hauptet werden kann, dass eben in dieser Gleichung das 
Weitere schon enthalten ist, so muss doch zugegeben wer- 
den, dass eben nur die mathematische Behandlung dieser 
Gleichung zu der betrefifenden Form des Kraftemaasses fuhrt. 
Die noch nicht in Wirkung getretene Kraftesumme hat man 
mit dem Namen potentieller Kraft oder Spannkraft (poten- 
tieller Energie im Gegensatz zu actueller Energie) belegt, 
weil ein Korper, der unter dem Einflusse einer £j*aft steht 
und durch einen Widerstand verhindert ist, dem Zuge jener 
Kraft Folge zu leisten, einen ffewissen Druck oder eine Span- 
nung auf seine Unter] age ausiibt; so enthaltz. B. ein durch Auf- 
wand von Arbeit in die Hohe gehobenes Gewicht, eine ge- 
spannte Feder, comprimirte Luft eine Spannkraft. Diese 
Spannkraft ist dann dem gewohnlichen mathematischen Aus* 
druck der Kraft unterworfen, wobei freilich erst voile Giltig- 
keit erreicht ist, wenn wir nach dem Obigeu nur bis zu 
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einfachen Kraften oder Centralkraften zurtickgegangen Snd. 
Durch Einfiihning dieser Ausdriicke nimmt der Satz die 
Form an, welche er nach dem Friiheren von Helmholtz 
erhalten hat. Damach darf bei Verwendung von lebendiger 
Kraft oder von Spannkraft niemals etwas verloren gehen, es 
muss eine unveranderte Uebertragung derselben stattfinden 
und wenn Verwandlungen vor sich gehen, so muss der Be- 
trag der lebendigen Kraft und , der Spannkraft nach der Ver- 
wandlung derselbe sein wie vorher. 

Es bleibt nun noeh ubrig die Stellung des Princips zur 
Erfahrung zu untersuchen. Der Weg, welchen wir bei dieser 
Erorterung einzuschlagen haben, wird klar vorgezeichnet 
von Helmholtz am Schluss der oben schon citirten Ab- 
handlung und es wird dadurch zugleich nachgevviesen, dass 
das Princip nicht genommen werden kann als Ausdruck einer 
allgemein gultig gefandenen Erfahrungsthatsache. Man kann 
vielmehr behaupten, dass es vielleicht keinen Satz der Mecha- 
nik giebt, welcher so sehr wie dieser in der Erfahrung selbst 
einen scheinbaren Widerspruch fande. Wir beobachten hun- 
dertMtig in der Natur, wie die Wirkungen der Krafte all- 
malig verschwinden und nichts scheint daher natiirlicher als 
die Annahme, dass die Wirkungen abnehmen und endlich 
erloschen. Auch scheint es uns bei oberflachlicher Betrach- 
*tung nicht an Beispielen zii fehlen, bei denen die Wirkungen 
ihre Ursachen iibertreffen und zwar namentlich in den That- 
sachen der chemischen Verwandtschaftsausserungen. Auch 
giebt es eine grosse Anzahl von Vorgangen, wo, wie man 
zu sagen pflegt, durch eine pbysikalische Potehz eine andere 
erzeugt wird, wie z. B. Licht durch Warme, Warme und 
Elektricitat durch Reibung , Elektricitat durch Warme sowie 
umgekehrt Warme und Licht durch Elektricitat. Man be- 
trachtet eben diese Processe als wahre Erzeugungsprocesse, 
bei denen das Erzeugende neben dem Erzeugten fortbesteht 
und nimmt dadurch stillschweigend eine Vermehrung der 
Naturkrafte an. 

Der von Helmholtz angegebene Weg~ ist erithalten in 
folgenden Worten: „Die voUstandige Bestatigung jenes 
Princips ist wohl als eine der Hauptaufgaben der nachsten 
Zukunft der Physik zu betrachten." Dies Problem ist nun 
wirklich, wie unten weiter angegeben werden soil, theilweise 
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geloSt worden und zwar vor AUem in der Lehre von der 
Warme^ deren innere Natur gegenwartig ebenso bestimmt^ 
als eine Molekularbewegung erkannt worden ist als dies 
schon friiher bei den Erscheinungen des Schalles und des 
Lichtes der Eall gewesen ist, so dass man jetzt schon statt 
der im Obigen dargestellten Zweitheilung der Energie drei 
Arten der Energie, namlich: Bewegungsenergie, Warme- 
energie und potentielle Energie unterscheidet. Es wird also 
wbhl bebauptet werden konnen, dass wir auf dem bestea 
Wege sind, die Richtigkeit der Hypothese immer mehr durch 
genauere Eenntniss fiber die Vorgange in der Natur zu be- 
statigen und auch umgekehrt mit Hilfe dieses Princips Uber 
solche Phanomene richtig zu urtheilen, als dere^ Ursache 
wir physische und chemische Erafte im Gegensatz zu mecha- 
nischen substituiren. 

Hierbei drangt sich von selbst die Bemerkung auf, dass 
unser Satz eine ihm eigene Wahrscheinlichkeit a priori hat; 
denn trotz des schroflFen Widerspruchs , in dem derselbe mit 
der Erfahrung tritt, hat man doch, wie die Geschichte seiner 
Entstehung zeigt, der sich straubenden Erfahrung gegen- 
liber immer an dem Satz von der Aequivalenz der Wirkung 
mit ihrer Ursache oder der Erhaltung der Kraft in irgend 
einer Form festgehalten. Ja wir konnen bemerken, dass die 
speculative Forderung des Princips so gross ist, dass sie so- ' 
gar der Erfahrung sichtlich Zwang anthui, um in ihr zur 
Geltung zu kommen, oder auch die Bichtigkeit allgemein 
aufgestellter Gesetze, selbst wenn denselben durch die Er- 
fahrung nicht widersprochen zu werden scheint , dennoch be- 
zweifelt, wenn das aufgestellte Gesetz sich nicht mit dem 
Princip vereinigen lasst, und in das Gebiet der provisorischen 
Gesetze verweist. Es scheint mir aber dennoch zu weit 
gegangen zu sein, wenn Mohr. (Mechanische Theorie der 
chemischen Affinitat p. 54) sagt: „Eine solche gegen das 
Princip der Erhaltung der Eraft direct anlaufende Behaup- 
tung wiirde Niemand zu beweisen im Stande sein und das 
desfallsige Bemiihen wiirde dem Versuche gleichkommen, das 
Einmal-Eins auf einem Irrthum zu ertappen. Das Verschwin- 
den oder Erscheinen einer EJraft ware eine Bresche in die 
Gesetze des Denkens und in die der Natur.^ 
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Nur kurz erwahnt seien die Erscheinungen , welche •ohne 
Weiteres die Richtigkeit des Princips bestatigen. Es gehoren 
hierher alle Bewegungen, welche unter dem Einfluss der 
allgemeinen Gravitationskraft vor sich gehen, also die der 
himmlischeii und* der schweren irdischen Korper, wenn wir 
nur bedenken, was schon oben bei dem Postulat iiber die 
Materia angegeben word en ist, dass die Materie auch ia 
ihreii kleinsten Theilen einen Raum einnehmen muss. Es 
ist evident der Satz bei der Uebertragung von Bewegungen 
durch incompressible Korper und der Bewegung vollkommen 
elastischer Korper, wenn zu der voUkommenen Elasticitat 
noch hinzugerechnet wird, dass im Innern keine Reibung 
der Theilchen stattfindet. Dies sind Bewegungen, die bei 
dem Prinzip der Erhaltung der lebendigen Kraft wiederum 
betrachtet werden miissen. 

Weiter will ieh aber versuchen nachzuweisen, wie dem 
Principe nicht widersprochen wird durch Phanomene, bei 
denen ein absoluter Verlust oder Gewinn von Kraft be- 
obachtet zu werden scheint, sondern wie im Gegentheil die- 
selben eine Stiitze fur die Richtigkeit des zu erorternden 
Princips werden konnen, wenn wir die Transformation ver- 
schiedener Naturkrafte benutzen und angeben, wie aus Massen- 
bewegungen Molekularbewegungen entstehen konnen, eine 
Dmwandlung, die Leibnitz (Werke p. 775) erlautert durch 
ein sinnliches Bild, indem er sagt, es sei dies wie das Um- 
wechseln eines grossen Geldstiickes in Scheidemilnze. 

Im Obigen ist schon ofter die Erscheinung des S tosses 
unelastischer Korper angefuhrt worden und zwar mit der 
Bemerkung, dass eine vollstandige Erklarung der dabei be- 
obachteten Erscheinungen zu unuberwindlichen Schwierig- 
keiten geftihrt hat. Es geht factisch bei dem Stosse solcher 
Korper Nichts von Kraft verloren, sondern dieselbe wird 
zum Theil verwandelt in Spannkraft, indem der Stoss meist 
verbunden ist mit einer Forma^derung und Verdichtung der 
zusammentreflFenden Korper, zum anderen Theil geht die 
Korperbewegung iiber in eine der Massentheilchen , welche 
an die anstossenden festen und luftformigen Korper abge- 
geben wird, so dass sie den Schall hervorbringt oder 
Warme 6rzeugt, die bei ofterer Wiederholung leicht wahr- 
zunehmen ist, wie z. B. bei demHammern eines Metallstiickes. 

Klein, Prindll^ien der Mecbanik. 5 
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Damit ist allerdings noch ein Phanonien erwahnt, welches 
sich nicht leicht zu einer genauen Untersuehung eignet. Be- 
quemer ist dies bei einer anderen hierhergehorigen Erschei- 
nung, namlich der der Reibung, sowohl derjenigen, welche 
auf der Oberflache zweier Korper, welche »ich auf einander 
bewegen, als auch derjenigen, welche im Innem bei der 
Formanderung • stattfindet. Bei Beiden scheint nach ober- 
flachlicher Beobachtung Arbeit absolut verloren zu gehen 
oder auch eine Kraft zu entstehen, welche mit dem Auf- 
horen der Bewegung verschwindet und sofort bei einer neuen 
Ortsveranderung entsteht, um Widerstand zu leisten. Die 
EinfCihrung dieser Kraft bei mechanischen Untersuchungen 
ist aber nur ein Mittel zur Erleichterung der Bechnung, wie 
sichfegiebt, wenn.wir die dabei vorgehenden Veranderungen 
geuauer betrachten. Der Reibungswiderstand besteht darin^ 
dass bei den sich fiber einander bewegenden Korpem oder 
Massentheilchen eineHemmung entsteht durch den senkrechten 
oder schiefen Anprall hervorragender Theilchen, so dass ent- 
weder einige von den Hervorragungen abgebrochen oder auch 
so verbogen werden, dass nur Aenderungen in der Anord- 
nung der Molekiile stattfinden, wodurch ein Theil der Arbeit 
des sich bewegenden Korpers zu sogenannter Disgregations- 
arbeit verwendet wird, sich also verwandelt in Spannkraft. 
Dies wird besonders zu Anfang der Bewegung stattfinden 
und spater werden die Oberflachen sich gegenseitig so acco- 
modiren, dass diese Veranderungen beinahe verschwinden, wie 
es wohl auch ist, wenn sich Fliissigkeiten an festen Korpern 
oder unter einander reiben, dafur aber wird nun meistens 
zunachst Elektricitat hervorgebracht, vo'n der wir vorlaufig 
absehen, da sie spater besonders betrachtet werden soil, dann 
wird ein Theil der Arbeit verbraucht zu Schwingungsande- 
rungen, wodurch Warme entsteht. Durch Letzteres haben wir 
die wichtigste Erscheinung bei der Reibung beriihrt. Wenn 
wir nun die Voraussetzung eines WarmestofiFes, die es unerklart 
lasst, wie wir die Quantitat der Warme absolut vermehren kon- 
nen, verlassen und annehmen, dass die Warme aufzufassen 
ist als eine Bewegung und zwar der kleinsten Theilchen der 
Korper oder der zu ihrer Constitution beitragenden Aether- 
theilchen, so ist damit zunachst wieder angegeben^ dass die 
Arbeit eines Korpers sich in Bewegung umwandelt. 
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Um nun aber in JBezug hierauf fiber die Richtigkeit 
unseres Gesetzes zu ent^scheidenj bedarf es noch einer dop- 
pelten Untersuchung. Es ist namlich erstens zu erforschen, 
ob die Menge der Warme, welche durch das Verschwinden 
einer bestimmten lebendigen Kraft eines sich bewegenden 
Korpers unter Voraussetzung, dass Molekularmodificationen 
und Elektrieitiitserregung verinieden sind, erzeugt wird, immer 
.dieselbe ist, und dann ob dieso wieder eine raeehanische 
Arbeit produciren konne, welche der urspi«unglichen gleich ist. 

Die Resultate dieser Forschung haben zu dem Satz ge- 
fahrt, welchen man als den ersten Grundsatz der mechani- 
schen Warmetheorie bezeichnet und als dessen Begrunder 
neben Colding, Joule, Hirn, Clapeyron, Holtzmann, 
Rankin e, Thomson und anderen besonders Clausius 
zu nennen ist, \^ahrend Mayer zuerst auf denselben auf- 
merksam gemacht hat. Der Satz namlich lautet: In alien 
Fallen, wo durch Warme Arbeit entsteht, wird eine der er- 
zeugten Arbeit proportionale Warmemenge verbraucht und 
umgekehrt kann durch Verbrauch einer ebenso grossen 
Arbeit dieselbe Warmemenge erzeugt werden oder kurz: 
Warme und Arbeit (Werk) sind aquivalent. Der eine Theil 
dieses Satzes ist schon vielfach bewiesen durch die Experi- 
mente, welche das sogenannte mechanische Warmeaquivalent 
zu bestimmen suchen, welche also die schon von Mayer am 
Ende seiner beriihmten Abhandlung den Physikern gestellte 
Aufgabe losen: „Wir miissen ausfindig machen, wie hoch 
ein bestimmtes Gewicht iiber den Erdboden erhoben werden 
miJsse, dass seine Pallkraft aquivalent sei der Erwarmung 
eines gleichen Gewichtes Wasser von 0® auf 1®C." Dasselbe 
gilt von dem entgegengesetzten Theil des Satzes, denn auch 
dessen Richtigkeit ist durch die umfassenden Versuche von 
Hirn und Regnault ausser Zweifel gesetzt. Hervor- 
heben mochte ich noch, dass 3irn durch sinnreiche Ver- 
suche (Theorie mecanique de la chaleur p. 68) sogar den 
Theil der Arbeit, welcher in Disgregationsarbeit iiberging, 
zu bestimmen wusste. 

Es sei mir noch erlaubt bei dieser Gelegenheit der 
Pflicht der Dankbarkeit zu geniigen uud einen Experimen- 
tator zu nennen, welcher zuerst difrch sinnreiche Versuche 
in Bozug darauf einen Zahlenwerth zu erhalten suchte. 
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Rumford namlich (1798) machte zuerst darauf aufmerksam, 
dass eine unbegrenzte Warinemenge durch Bewegung erzeugt 
werden konne, indem er in dem Militarzeughause zu Miin- 
chen durch Reiben eines stumpfen Stahlmeissels auf dem 
Boden eines Kanonenrohres Wasser zum Kochen brachte. 

Vor Rumford aber ist schon die Wtirme als eine Art 
von Bewegung hingestellt worden und zwar von Baco von 
Verulam 1620 im 20. Apho. des Novum, org. und von John 
Locke, welcher geradezu behauptet: „Die Warme ist eine 
sehr lebhafte Bewegung der unwahrnehmbaren kleinsten 
Theile eines Gegenstandes, welche in uns diejenige Empfin- 
dung hervorruft, wegen deren wir den Gegenstand als warm 
bezeichnen. Was in unserer Empfindung als Warme er- 
scheint, ist also am Gegenstande selbst nur Bewegung." 
Auch Cartesius fiihrt Licht - und Warmeerscheinung 
auf Bewegungserscheinung zuriick und Hooke definirt 
noch bestimmter die Warme als eine innere Bewegung 
der kleinsten Theile eines Korpers. Aehnliche Vorstel- 
lungen batten die Bernoulli. Schon Joh. Bernoulli 
spricht sich dahin aus, dass die Warme auf der Erschutte- 
rung der kleinsten Theile beruhe, eine Ansicht, die Daniel 
Bernoulli in seiner Hydrodynamik genauer ausfiihrt. Um- 
fassende Untersuchungen dieser Theorie haben zu richtigen 
Erkenntnissen gefiihrt namentlich im Bereiche der luftformi- 
gen Korper und geben iiberall eine Bestatigung unseres Princips. 

Es ist nicht uninteressant, dass durch eingehende Unter- 
suchungen gerade der Satz von Carnot, in dem zum ersten 
Male die Beziehung zwischen Warme und mechanischer Arbeit 
ausgesprochen worden ist, in seinem Wesen beibehalten 
und nur die Bemerkung, welche zu seiner Begriindung 
dienen soil, fortgelassen werden muss. Der genanntc franzo- 
sische Ingenieur behauptet namlich (Reflexions sur la puis- 
sance motrice du feu, et les machines propres a developper cette 
puissance 2824), dass, wenn Arbeit durch Warme geleistet 
wird und nicht zugleich eine bleibende Veranderung in dem 
Zustande des wirksamen Korpers eintritt, eine gewisse Warme- 
menge von einem warmen zu einem kalten Korper iibergeht. 
Diese Uebertragung betrachtet er als die der hervorgebrachten 
Arbeit entsprechende Wai'meanderung. Er giebt aber dazu die 
Bemerkung, dass dabei keine Wlirme verloren gehe, sondern 
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die Quantitat derselbeu unverandert bleibe, und -begrtindet 
dies folgendermassen: „Diese Thatsache ist nie bezweifelt 
worden, sie ist ohne Untersuchung angenommen und dann 
in vielen Fallen durch calorimetrische Versuche bestatigt. 
Sie zu verneinen wtirde heissen, die ganze Theorie der 
Warme, in welcher sie der Hauptgrundsatz ist, umstossen/J 
Diesem letzteren Satz gegendber heisst es jetzt in der Warme- 
lehre neben dem schon erwahnten Grundsatz: Wenn durch 
Vermittelung irgend eines Korpers, der auf seinen Anfangs- - 
zustand zuriickkommt, in einem umkehrbaren Kreisprocesse 
Warme in Arbeit umgewandelt wird , gleichzeitig eine andere 
Warmemenge aus einem warmeren zu einem kalteren Korper 
libergefiihrtwerdenmusS; und dass das Verhaltniss dieserbeiden 
Warmemengen gleich ist dem Quotienten aus der Temperatur- 
diflferenz der beiden Warmequellen, zwischen denen der Warme- 
iibergang stattgefunden hat, und der absoluten Temperatur der 
Warmeqaelle, welche die niedrigste Temperatur besitzt. 

Die eben angestellte Betrachtung iiber Reibung fulirt 
uns sofort auf ein Gebiet, welches scheinbar der Mechanik 
sehr fern liegt, namlich zu einer Untersuchung der physischen 
Naturkrafte und deren gegenseitiger Verwandlung, die nach 
unserem Principe ohne Verlust stattfinden muss, so dass in 
demselben Maasse ein Agens verschwindet, als einem anderen 
das Dasein gegeben wird. 

Wir haben schon zu bemerken Gelegenheit gehabt, wie 
durch Reiben Elektricitat erzeugt wird. Bekanntlich giebt 
es Apparate, die so eingerichtet sind, dass diese Uebertra- 
gung der Reibung bei mechanisch bewirkter Bewegung der 
alleinige Zweck ist, ich meine die gewohnlichen Elektrisir- 
maschinen. Wenn wir nun bei dem Arbeiten mit einem 
solchen Apparate von der unvermeidlichen Warmeerregung, 
Volumenvermehrung und der»dabei stattfindenden Fortschie- 
bung der Luft absehen, so muss die gewonnene Elektrici- 
tat entweder als eine der beim Drehen des Elektricitats- 
erregers verwendeten Arbeit aquivalente Spannkraft beobachtet 
werden konnen, oder sie muss sich als lebendige Kraft nach- 
weisen lassen. Beides lasst sich zeigen; denn erstens be- 
findet sich die auf dem Conductor angesammelte Elektricitat 
nach dem schon stets recipirteil Ausdruck in Spannung, die 
sofort wiederum in lebendige Kraft umgesetzt werden kann, 
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namlich in Erschiitterungen eines elektrischen Schlages oder 
in Arbeit durch Anziehung und Abstossung in der Nahe sich 
befindender Korper. Die bier nur kurz angedeuteten Er- 
scheinungen leitet man bekanntlich aus der Annahme 
zweier elektrischen Fluida ab, die mit anziehenden und ab- 
stossenden im umgekehrten Verhaltniss des Quadrats der Ent- 
fernung stehenden Kraften wirken. Da nun dieses Gesetz 
durch die Erfahrung als bestatigt angenommen ist , wenn es 
auch nur noch provisorische Geltung haben kann, so muss 
das Princip der Erhaltung der Kraft hier eben so sicher 
gelten wie bei der Gravitation. 

In Bezug darauf ist ein interessanter Apparat das sogenannte 
elektrische Glockenspiel; denn hierdurch zeigt sich deutlich 
der Uebergang in Arbeit, indem das Pendel gehoben wird. 
Das gehobene Pendel giebt nun einen Theil seiner lebendi- 
gen Kraft ab an die Massentheilclien der einen Glocke, wah- 
rend der andere Theil sich in Spannkraft des gehobenen Pen- 
dels verwandelt. Letztere vereinigt sich mit einem Theil 
der Spannkraft der Elektricitat und geht wiederum in leben- 
dige Kraft fiber, indem das Pendel herabfallt und dieMassen- 
theilchen einer anderen Glocke in Schwingungen versetzt, 
die sich der umgebenden Luft mittheilen, und so fort, bis 
sammtliche Spannkraft der Electricitat verbraucht ist zu 
Schwingungen der Luft. 

Dann aber kann auch die durch Reibung gewonnene 
Elektricitat sofort zum Stromen gebracht werden durch einen 
sogenannten Leiter, so dass sich die Elektricitat in lebendige 
Kraft uinsetzt, deren Wirkung wir im Stande sind, zu beob- 
achten. Die in einem sogenannten Leiter stromende Elek- 
tricitat miissen wir uns also denken, um die mechanischen 
Grundsatze anwenden zu konnen, als verursacht durch eine 
Bewegung der den Leiter constituirenden Massentheilchen, 
welche nun bei giinstigen Bedingungen, welche durch den 
im Stromtrager vorhandenen Leitungswiderstand gegeben 
sind , neben mancherlei mechanischen Wirkungen Warme und 
auch Licht hervorbringt. 

Es ist nicht zu verkennen, dass wir uns hier auf einem 
in seinem letzten Wesen unergriindeten Felde befinden ; denn 
wir miissen einestheils noch festhalten an der provisorischen 
Erklarung der elektrischen Fluida, denen wir ebenso wie der 
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Materie Tragheit zuschreiben m5chteii^ um ihnen lebendige 
Eraft zu ertheilen, zum anderen Theil aber mtissen wir zu 
materiellen Massen iibergehen. 

Ich erwahne sogleich, dass neben der Uebertragung der 
Elektricitat in Warme und Licht noch eine Verwandlung, 
welche unten weiter erortert werden soil, stattfindet; nainlich 
in solche Arbeit, welche chemisch zusammengesetzte StoJBFe 
in ihre * Bestandtheile zerlegt, also. Massen von einander 
trennt. Aucli kann sie, um ein StuckEisen geleitet, Magne- 
tismus erregen, also zu einer Spannkraft werden, welche Ei- 
sen bewegen, also Arbeit erzeugen kann. „Alle diese Er- 
scheinungen bieten", wie Clausius (Abhandl. X p. 98) sagt, 
„schon an sich ein grosses Interesse dar, welches durch die 
praktischen Anwendungen, die man von ihnen gemacht hat 
oder moglicher Weise machen kann, noch bedeutend erhoht 
wird ; dazu kommt noch , dass gerade diese Wirkungen einer 
streng mathematischen Behandlung fahig sind, und daher zu 
einer Untersuchung ihres inneren Zusammenhanges unter 
sich und mit der wirkenden Ursache besonders geeignet er- 
scheinen". 

Hierher passen die Erorterungen, welche Helmholtz 
liber die von geladenen Conductoren iiberstromende Elektri- 
citat angestellt hat. Es hat namlich derselbe, ausgehend 
^ von dem Princip der Erhaltung der Kraft, die Grosse der 
bei der Entladung einer elektrischen Battepe entwickelten 
Warme berechnet und dadurch eine Form el gefunden, 
welche mit den von Ri.es mit grosser Sorgfalt und Umsicht 
angestellten Experimenten iibereinstimmt. Es ist namlich 
nach Helmholtz bei einer Batterie, deren ausseres Beleg 
abgeleitet ist, die bei der Entladung durch einen Leiter, 
in dem die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der elektrischen 
Bewegung verschwindend klein ist gegen die Geschwindig- 
keit, womit sich die Elektricitat in den Korpern bewegt, 
die gewonnene Warme gefunden durch die Formel 

1 Q^ 

2A S ' 

wo Q die Menge der Elektricitat, S die Ableitungsgrosse 
des ausseren Beleges, eioe Grosse, die freilich einer nahe 
ren Bestimmung bedarf, A das mechanische Aequivalent der 
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Warraeeinheit bedeutet, wahrend in Uebereinstimmung damit 
Ries sagt, die Warmeentwickelung ist proportional 

S ' 
wo S die Oberflache der Belegung der Flaschen bedeutet, 
der die Grosse S bei Helmholtz proportional ist. Diese 
Entwickelung zeigt deutlich , wie das Princip der Er- 
haltung der Kraft ein Fundament zu weiteren Entdeckungen 
werden kann. ^ 

Es mag hier das allgemeine Gesetz erwahnt werden, 
welches aus seinen Versuchen Vorselmann de Heer 
(Pogg., XL VIII p. 292, 320) und aus eigenen Knochen- 
hauer (Pogg., XLII p. 364, XLIV p. 64) schliesst, dass die 
Warmeentwickelung bei derselben Ladung derselben Batterie 
dieselbe bleibe, wie auch der Schliessungsdraht abgeandert 
werden moge. Dies ware erklart, wenn man die elektrische 
Entladung im Schliessungsbogen nicht betrachtet als eine 
einfache Bewegung der Elektricitat in einer Bichtung, son- 
dern als eine Reihe von Oscillationen zwischen den beiden 
Belegen, welche immer kleiner werden, bis die ganze leben- 
dige Kraft derselben durch die Summen der Widerstande 
vemichtet und dadurch in andere Krafte verwandelt ist, eine 
Annahme, welche von Thomson und Kirchhoff theore- 
tisch abgeleitet worden ist. Dadurch ist zugleich der Er- 
klarungsgrund fur manche Erscheinungen bei der Entladung 
gegeben. Es is4 namlich durch Wollaston nachgewiesen, 
dass die Wasserzersetzung der Entladung so vor sich geht, 
dass an beiden Elektroden zugleich SauerstoflF und Wasser- 
stoJBF auftreten, ferner bemerkt man abwechselnd entgegen- 
gesetzte magnetisirende Wirkungen. Bestatigt ist diese An- 
nahme durch die Beobachtung von Oettingen, dass die 
Rtickstande in einer Batterie bald positiv, bald negativ 
sind. Endlich kann man auch dabei auftretende eigen- 
thtiraliche Lichterscheinungen, deren Beschreibung zu weit 
abfiihren wiirde , dadurch erklaren. Wenn tiun auch 
Clausius (Abhandl. X p. 114) ausfiihrlich erlautert, dass 
das Gesetz der unverlinderten Warmeentwickelung in dem 
Schliessungsl?ogen nicht genau richtig ist, so durfte gerade 
diese Entwickelung einen Beleg fiir die Richtigkeit unseres 
Principes liefern; denn die Abweichungen von dem Gesetze 
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werden hervorgebracht dadurch, dass neben der Warme- 
entwickelung im Schliessungsdraht auch mechanische Arbeit 
erzeugt wird und diese fur verschiedene Arten der Scliliess- 
ung auch verschieden ausfallen muss, so dass sie von kleinen 
kaum merkbaren Einwirkungen bis zum vollstandigen Zer- 
stauben des Leiters variiren kann. Es heisst in Bezug dar- 
auf bei Clausius p. 115 in der Abhandlung, welche ebenso 
das hier behandelte Princip bestatigt, als auch ihrem Zwecke 
entsprechend die mechanische Theorie der Warme begriin- 
det: „Es ist namlich im Voraus klar, dass der Arbeitsver- 
brauch von dem Widerstande, welchen die nichtleitende 
Schicht der Durchbrechung entgegensetzt, abhangt und dass 
er daher bedeutender sein wird, wenn die Enden des 
Schliessungsbogens durch einen nichtleitenden festen Korper 
getrennt sind, als wenn sich bloss Luft zwischen ihnen be- 
findet. Daraus folgt, dass im ersleren Falle ein an einer 
anderen Stelle des Schliessungsbogens befindliches elektri- 
sches Luftthermometer weniger erwarmt werden muss, als 
im letzteren, und so hat es sich auch bei einer von Ries 
(Pogg. , XLIII p. 82) ausgefiihrten Versuchsreihe in der That 
ergeben.*' Gleichzeitig bietet dann aber auch die von Helm - 
holtz gefundene Formel einen Weg, wie durch Experi- 
mente das Princip gepriift werden kann, indem der oben 
citirte Ausdruck fiir die durch die Entladung entwickelte 
Warme eine Constante enthalt, welche eine experimentelle 
Priifung des mechanischen Aequivalentes bietet. 

Schon seit langer Zeit ist kein Zweifel mehr fiber die 
Hypothese, dass das Licht bestehe in Schwingungen eines 
hypothetisch genommenen StoflFes, des Aethers. Die Anzahl 
der Schwingungen, welche stattfinden miissen, um Licht zu 
erzeugen, hat man auf verschiedene Weise bestimmt. So 
wird klar, wie eine Arbeit, welche einen Korper erwarmt, 
denselben endlich zum Leuchten bringen kann. Je hoher 
namlich die Temperatur steigt, desto schneller muss ein 
Theil der Molektile des Korpers schwingen, und verursachen 
die Schwingungen eine Temperatur von 50()*^, so ffihren die 
Beobachtungen zu einer Schwingungszahl von 400 Billionen, 
dann aber fangen die Korper an zu leuchten und zwar im 
rothen Lichte. Steigt die Temperatur noch hoher, so ent- 
stehen auch noch Schwingungen von grosseren Schwingungs- 
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zahleii; ohue dass die mit geringeren Schwingungszahlen 
verschwinden. Weissgltthende Korper von 1000 — 2000^ 
strahleu eine unendliche Anzahl von Strahlen verschiedener 
Schwingungszahlen aus. 

Wahrend nun die Interferenz der oscillirenden Bewe- 
gungen von festen und beiden Arten fltissiger Korper keine 
Schwierigkeiten bietet, miissen wir die Unzulanglichkeit un- 
seres Wissens in Bezug auf die Absorption, sei es der Schall-, 
Licht-oderWarineschwingungen, zugestehen. Es erfordern alle 
hier zu erwahnenden Erscheinungen, wie Phosphorescenz, 
Uebergang von Licht in chemische Wirkungen und derglei- 
chen, eine eingehende Experimentaluntersuchung, um durch 
genaues Messen zu finden^ ob das Absorbirte aquivalent mit 
dem ist, was in anderer Form abgegeben wird. 

Auf die Elektricitat, welche entsteht bei der BerUhrung 
chemisch verschiedener Korper, muss sich unser Princip auch 
anwenden lassen. In Bezug darauf haben wir zwei Klassen 
von Leitern zu unterscheiden : 1) diejenigen, welche nach 
Art der Metalle leiten und dem Gesetz der galvanischen 
Spannungsreihe folgen; 2) diejenigen, welche diesem Gresetze 
nicht folgen. 

Eine Schwierigkeit bietet die Erscheinung der Span- 
nun gselektricitat, welche sich beim Contact der Metalle, die 
nicht durch einen fliissigen Leiter geschlossen sind, ^eigt, 
und wir mtissen, um dieselbe zu erklaren, ohne uns in einen 
Widerspruch gegen unser Princip zu verwickeln, dieVoraus- 
setzung machen, dass chemisch verschiedene Substanzen ge- 
gen die beiden Elektricitaten verschiedene Anziehungskrafte 
haben, und zwar dass diese Krafte nur in unmessbar kleinen 
Entfernungen wirken, wahrend die Elektricitaten auf einan- 
der es auch in grosseren thun. „Die Contactkraft wurde 
danach (Helmholtz, p. 47) in der DiflFerenz der Anziehungs- 
krafte bestehen, welche die der Beruhrungsstelle zunachst 
liegenden Metalltheilchen auf die Elektricitaten dieser Stelle 
ausiiben, und das elektrische Gleichgewicht eintreten, wenn 
ein elektrisches Theilchen, welches von dem einen zum an- 
dern ubergeht, nichts mehr an lebendiger Kraft verliert oder 
gewinnt." Die dabei auftretenden Schwierigkeiten sind die 
Ursache, dass man geneigt ist, die ganze Hypothese uber 
die Contactelektricitat aufzugeben und dafur die Elektricitat 
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nur in einer cheraischen Wirkung zu suchen. Die Grunde 
fiir und gegen die eine und die andere der Hypothesen an- 
zugeben und zu erortern, iiberschreitet die Grenzen dieser 
Arbeit. Wenn mehrere Metalle einen geschlossenen Kreis 
bilden, so kann kein Strom entstehen, sondern es bildet 
sich nach dem Contacte ein neuer elektrischer Gleichgewichts- 
zustand an den Grenzen der verschiedenen Metalle und die 
bei den auf einander libergehenden elektrischenElementen er- 
regte Spannung, deren Existenz durch elektroskopische Versuche 
hinlanglich erwiesen ist, muss dann gleich sein der infolge 
der Anziehung verbrauchten lebendigen Kraft. Wird der 
Kreis durchschnitten, so konnen an den Enden freie Elek- 
tricitaten auftreten, deren Dichtigkeit aber durch die ver- 
schiedenen Anziehungen der Metalle auf die verschiedenen 
Elektricitaten bedingt wird. Die beim Trennen im Contact 
gewesener Metalle zu beobachtende Spannung muss nun, wie 
beim Elektrophor, entsprechen der mechanischen Arbeit beim 
Trennen, welche aber in Folge der Elektricitat grosser sein 
muss, als sie ohne diese nur zur Ueberwindung der soge- 
nannten Molekularkrafte nothig gewesen ware. Nur erwah- 
nen will ich einen Umstand, auf den Wittwer (die Mole- 
kulargesetze , p. 149) aufmerksam macht: „ Die verschiedenen 
Korper haben wegen ihrer abweichenden Dichtigkeit verschie- 
dene Schwingungszahlen. Wenn auch dieser Umstand we- 
nig Schwierigkeiten bietet, so lange man im Innern eines 
Korpers bleibt, so andert sich doch die Sachlage, wenn man 
die Grenzen zweier Korper beriicksichtigt. Konnten hier 
nicht elektrische Erscheinungen auftreten? Es wiirden so 
manche bisher unerklarte Erscheinungen, wie z. B. die bei 
der Beriihrung der Korper auftretende elektrische Spannung, 
die Thermoelektricitat, die Luftelektricitat u. s. w., eine 
Erklarung finden." 

Wird aber in den Kreis verschiedener Metalle ein Elek- 
trolyt eingeschaltet , so entsteht ein Strom , da sich dann 
der oben vorausgesetzte elektrische Gleichgewichtszustand 
nicht herstellen kann, und zwar, weil die Bestandtheile des 
eingeschaltenen zusammengesetzten Stoflfes den Anziehungen 
und Abstossungen nachgeben und infolge dessen ausgeschie- 
den werden. Es entsteht also ein Strom eben durch diese 
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elektrolytische Action. Nach unserem Principe muss demnach 
die bei einem constanten Strom gewonnene Arbeit gleich 
sein der Wirkung der Verbrennung eines im Stromerreger 
vorhandenen Korpers, wobei aber selbstverst'andlich hier nur 
der Ueberschuss gemeint sein kann, der ubrig bleibt, wenn 
die gleichzeitig in der Kette stattfindende Reduction abgezo- 
gen wird; da, so lange der Strom constant ist und jede Po- 
larisation vermieden ist, Nichts geandert wird, als die 
chemischen Verhaltnisse und die gewonnene Arbeit. 

Die in dem Strome vorhandene Kraft kann nun auf 
mehrfache Art umgewandelt werden und zwar zunachst in 
Warme, die nach dgm Obigen mit Lichterscheinung verbun- 
den sein kann. Dabei findet Helmholtz mit zu Grunde- 
legung der Formel fur die gewonnene Warme von Lenz 
nach dem Princip der Erhaltung der Kraft, dass die chemi- 
sche Warme gleich der elektrischen sei, wenn die elektro- 
motorischen Krafte zweier so combinirten Metalle dem Un- 
terschied der bei ihrer Verbrennung und Verbindung mit 
Sauren zu entwickelnden Waa'me proportional w'aren. Letz- 
tere Bedingung ist aber bestatigt durch Messungen von 
Poggendorf (Annalen LIV 429 und LVII 104) an Ketten, 
bei deneii dieselben chemischen Processe stattfinden. Auch 
Gber diese Art der stromenden Elektricitat hat Clausius 
(Abhandl. XL) eine sorgfaltige Betrachtung angestellt und 
gefunden, dass bei einem constanten Strom, der keine andere, 
als eine Warmewirkung hervorbringt, diese libereinstimmt 
mit den von Joule, Lenz und Becquerel durch das Ex- 
periment bestimmten Gesetzen. 

Es kann aber auch der galvanische Strom chemische 
Arbeit leisten, indem man denselben durch eine Zersetzungs- 
zelle leitet, in der er z. B. Wasser zersetzen kann. Hier 
wird der Strom geschwacht; denn ein Theil desselben wird 
verwendet zu chemischer Arbeit, indem er das vorhandene 
Hinderniss der Affinitat dberwindet. Diese in Spannkraft 
tibergegangene Wirkung des Stromes kann wiederum zum 
Hervorbringen eines Stromes gezwungen werden , wenn man 
die erregenden Elemente entfernt und die friiheren Pole un- 
ter sich verbindet. In der eben angegebenen Wirkung des 
Stromes ist der Grund angegeben, warum man die Volta- 
meter beim Gebrauch des Stromes nicht verwenden kann 
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zum Strommessen. Diese Bemerkung verdient iiberhaupt bei 
jedem Messapparat des Stromes Beriicksichtigung. 

Endlich kann auch ein galvanischer Strom direct mecha- 
nische Arbeit verrichten und dabei vernichtet werden. 

Dass auch umgekehrt durch Warme Elektricitat her- 
vorgebracht werden kann, ist schon lange bekannt. Im 
Jahre 1703 brachten die Hollander von Ceylon einen Edel- 
stein, den Turmalin, nach Europa, der in heisse Asche ge- 
legt, dahin gelangt, leichte Korper anzuziehen und wieder 
abzustossen. L emery zeigte zuerst 1717 in einer Sitzung 
der k. Academic der Wissensch. zu Paris einen solchen Stein 
vor. Aepinus lehrte 1756 die naheren Eigenschaften dieses 
Korpers kennen. Es ist aber noch zu folgern, dass die 
Elektricitat aus Warme entstehe. 1821 entdeckte in Bezug 
darauf S e e b e c k die thermoelektrischen Strom e und Peltier 
hat den wechselsweisen Uebergang experimentell nachge- 
wiesen. 

Bei Stromen von grosser Intensitat lasst sich eine inter- 
essante hierher gehorige Erscheinung hervorbringen , die 
recht deutlich zeigt, dass nicht nur Elektricitat in Warme- 
wirkung iibergeht, sondern auch, dass das Umgekehrte stattfin- 
den kann. Der hier gemeinte Versuch ist der, welchen zuerst C h i 1- 
dern (Gilb, Ann. 52, 353), dann H. Davy (Gilb, Ann.71,260) 
angestellt hat und denLarive (Pogg., 15, 261) wiederholt 
und mannigfaltig umgeandert hat. Wenn man einen kraf- 
tigen Strom durch einen Draht schliesst, der aus gleich Ian- 
gen und gleich dicken Drahtstiicken aus Platin und Silber 
besteht, so werden alle Platinstiicke gleichmassig gliihend, 
die Silberstiicke aber nicht erhitzt. Diese Resultate scheinen 
nur zu verstehen moglich, da sie nicht erklart werden kon- 
nen durch die verschiedenen sogenannten Warmecapacitaten 
der gebrauchten Metalle, wenn man annimmt, dass bei 
Uebertritt des Stromes a.us Silber in Platin ein Theil der 
Elektricitat in Warme umgewandelt wird und umgekehrt beim 
Uebertritt aus Platin in Silber ein ebenso grosser Theil von 
Warme in Elektricitat verwandelt wird. Dabei bleibt frei- 
lich im gegenwartigen Stadium unseres Wissens Jioch unbe- 
kannt, worin der Verlauf der Agentien bei dieser Umwand- 
lung besteht und auch die dabei stattfindende Verwandlung 
in Licht. Ueber dieses Experiment sind Betrachtungen an- 
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gestellt von Freih. von Baumgartner (Sitzungsb. d. kaiserl. 
Acad. Wien XXII p. 513 und XXXII p. 157). In der zwei- 
ten der eben angegebenen Abhandlungen werden die gegen 
die erste von Miiller vorgebrachten Bedenken einer Er- 
orteruhg unterzogen mit Hinweis auf die treibende freie 
Elektrieitat auf Leitern, die sich nach den Rechnungen von 
Kirchhoff aiif derOberflache verhalten muss, damit immer 
durch jeden Querschnitt des Leiters die gleiche Menge von 
Elektrieitat hindurehgehe. 

Die thermoelektrischen Strome, welche demnach einen 
deutlichen Beweis fiir die Transformation der Krafte liefern, 
erfordern aber noch eine ausfuhrliche Betrachtung, um auch 
die Verwandlung nach gleichen Aequivalenzverhaltnissen zu 
bestatigen. Auch den Erscheinungen bei diesen Stromen 
hat Clausius eine Abhandlung (Abhandl. XII) gewidmet 
und in derselben auch die Helmholtz'sche Ansicht iiber 
die Contactelektricitat insofern erweitert, als er ausser der 
von demselben angenommenen Diiferenz der Anziehungskrafte 
fur die verschiedenen Elektricitaten noch zur Erhaltuung 
der elektrischen Differenz an der Beriihrungsstelle die Warme 
als A gens hinzunimmt. Es kann nicht in unserer Absicht 
liegen, die Abhandlung weiter zu verfolgen, nur so viel ist 
fur uns wichtig, dass, wie auch von anderen Theoretikern 
angegeben ist, das Carnot\sche Gesetz auf die thermoelek- 
trischen Erscheinungen Anwendung findet; denn dadurch ist 
dann riickwarts auch der Zusammenhang mit unserem Prin- 
cipe gegeben. 

Wir kennen ferner magnetische Kraft, die wir uns an 
manchen Korpern haftend denken. Diese tritt als Spann- 
kraft auf und kann iibergehen in eine andere durch Leistung 
einer Arbeit, indem sie andere Korper anzieht und abstosst. 
Nach einer oberflachlichen Betrachtung konnte man trotzdem, 
dass also hier anziehende Krafte vorhanden sind, geneigt 
sein, einen Magnet als einen Kraftvorrath zu betrachten, 
der ohne Ende Arbeit zu leisten im Stande ist, indem er 
stets von Neuem bereit ist, einen Korper zu heben und ihn. 
wieder fallen zu lassen, wenn er aus dem Wirkungskreis des- 
selben entfernt wird. Ein Vergleich dieser Kraft mit der 
Gravitation wird uns aber von der Nichtigkeit dieser An- 
nahme liberzeugen. 
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Schwierigkeiten bieten alle elektrodynamischen Erschei- 
nungen. In Bezug darauf ist uns von Wilhelm Weber 
in seinen elektrodynamischen Maassbestimmungen 1846 ein 
Eraffcgesetz gegeben, nacb dcui die gegenseitigen Einwir- 
kungen der elektrischen Massen nicht bios von ihrer Entfer- 
nung beeinflusst werden. Wenn nun Weber (Elektrodyna- 
mische Maassbestimmungen , insbesondere uber das Princip 
der Erhaltung der Energie, 1871) nachweist, dass dieses 
von ihm aufgestellte Gesetz nicbt nur nicbt dem Principe 
der Erhaltung der Kraft widerspricht, sondem demselben 
eine allgemeinere Fassung verleiht, wenn femer Weber fin- 
dety dass das Newton'sche Gravitationsgesetz in der allge- 
meinen Form seines Gesetzes mit inbegriffen ist, also hiermit 
jede im Obigen (p. 55) angedeutete provisorische Definition 
von elektrischen Massen aufgegeben wird, so werden wir 
gezwungen, von da aus auf die Postulate, die als Ausgangs- 
punkte angegeben sind, zuriickzuschliessen. Es ist also da- 
durch eine Uptersuchung gefordert, welche uber unseren 
Standpunkt hinausgeht. 

Zur Verdeutlichung unseres Principes scheiuen mir vor 
AUem geeignet die Apparate, durch die wir im Stande sind, 
die mechanische Wirkung des galvanischen Stromes umzu- 
kehren, sodass wir einen Strom erzeugen konnen durch 
Aufwand von mechanischer Arbeit. Wir haben Apparate, 
bei denen dadurch, dass ein galvanischer Strom in Verbin- 
dung mit einem anderen oder mit einem Magneten gebracht 
ist, eine mechanische Bewegung hervorgebracht wird, und 
konnen nun umgekehrt, indem wir die betreffende Rotation 
durch mechanische Arbeit erzeugen , einen galvanischen Strom 
hervorbringen. Ich erinnere an die Hervorbringung der so- 
genannten unipolaren Induction, tiber welche Lenz (Pogg., 
Ann. 31, 483) folgendes Gesetz aufgestellt hat: „Wenn sich 
ein geschlossener metallischer Leiter in der Nahe eines gal- 
vanischen Stromleiters oder eines Magneten bewegt, so wird 
in ihm ein Strom vt>n solcher Rich tun g^inducirt, dass er 
dem ruhenden Drahte einen Bewegungsantrieb ertheilt haben 
wfirde, der die entgegengesetzte Richtung von der dem 
Drahte wirklich gegebenen Bewegung hatte, vorausgesetzt, 
dass der Draht nur in der Richtung der Bewegung selbst 
und in der entgegengesetzten beweglich ware." 
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Recht deutlich ist dieser Uebergang dargelegt in den 
Abhandlungen von Siemens und Wheatstone, welehe 
der konigl. Gesellschaft der Wissenschaften in London iiber- 
geben sind, und durch schon construirte Apparate von 
Wilde, in denen die Elektromotoren , welehe dazu dienen, 
mit Hilfe eines galvanisehen Stromes einen mechanisclien 
Bflfect hervorzubringen, geradezu umgekehrt vrerden, so dass 
durch Aufwand von mechanischer Arbeit ein Strom erzeugt 
wird. Das „Athenaum*' berichtet fiber eine Probe, welehe 
niit einem grossen Wilde'schen Apparate am 2. Marz 1867 
in Burlington House in London vor wissenschaftlichen No- 
tabilitaten angestellt wurde. Dort wurde mit Hilfe einer 
Dampfmaschine von 15 Pferdekraften ein galvanischer Strom 
erzeugt, weleher hinreichte, ein stark glanzendes elektrisches 
Licht hervorzubringen. 

Von gleichem Interesse ist die Erzeugung eines Induc- 
tionsstromes durch Anbringung von Drahtgewinden an dem 
eisernen Schwungrad einer Dampfmaschine (JLamy, Compt 
rend. XIV p. 807). 

Wenn nun auch in dem Obigen an vielen Beispielen 
angegeben ist, wie die Naturkrafte in einander iibergehen 
und die eine entsteht durch den Verbrauch einer anderen, 
wenn auch in vielen Fallen sich die entgegengesetzte Ver- 
wandlung hervorbringen lasst, wenn wir uns also schon der 
freudigen Hoffnung hingeben dfirfen, dass unser Princip eine 
richtige Hypothesis enthalt, obgleich manche Erscheinungen, 
wie z. B. die Erzeugung eines permanenten Magneten durch 
einen anderen, noch dunkel sind, so bleibt doch immer noch 
die schwierige Aufgabe, bei den meisten Erscheinungen 
genau zu untersuchen, ob diese Verwandlung immer nach 
bestimmten Aequivalenzverhaltnissen geschieht, um unserem 
Principe voile Anerkennung zu verschaffen. Auch wird es 
noch nothig sein, die Art der Bewegung bei den einzelnen 
Erscheinungen zu fixiren, so dass die einzelnen Naturkrafte 
nur erscheinen al%verschiedeneModificJtionen der Bewegung 
von unveranderlichen Massen und Massentheilchen. 

lEs bestimmt sich also, wenn wir bei den im Obigen gege- 
benen Postulaten stehen bleiben konnen, die Aufgabe der phy- 
sikalischen Naturwissenschaften dahin , die Naturerschei- 
nungen zuriickzufuhren auf unveranderliche, anziehende und 
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abstossende Krafte, deren Intensitat yon der Entfernung ab- 
hangt. „Ihr Geschaft wird (Helmholtz p. 7) voUendet 
sein, wenn einmal die Zuriickleitung der Erscheinungen auf 
einfaehe Krafte voUendet ist, und zugleich naehgewiesen 
werden kann, dass die gegebene die einzig mogliehe Zu- 
rGckleitung sei, welche die Erscheinungen zulassen, dann 
ware dieselbe als die nothwendige Begriffsform der Natur- 
auffassung erwiesen, es wtirde derselben alsdann also auch 
objective Wahrheit zuzuschreiben sein." 

Somit scheint es nun gerechtfertigt zu sein, dass ich 
dieses Princip unmittelbar den Grundsatzen oder genauer den 
Grundhypothesen babe folgen lassen; denn ich hoffe darge- 
than zu haben, dass dasselbe aus den Postulaten mit Hilfe 
der fiir die Naturforschung nothigen Hypothese gefolgert 
werden kann. 

Es mag auch erwahnt werden, dass das Princip den 
Weg angiebt, der uns zur Ergriindung des Wesens der Na- 
turkrafte fiihrt. Ja, es lasst sich sogar mit Hilfe unseres 
Satzes ein Ruckschluss maehen auf andere als Grundhypothe- 
sen hingestellte Satze. So fordert derselbe mit grosser Evi- 
denz die Vemeinung aller rotirenden Krafte, wie sie Grass - 
mann zur Erklarung elektrodynamischer Erscheinungen an- 
nimmt. Diese Behauptung ist von Wundt p. 13ft begrtin- 
det, indem er nachweist, dass die Annahme rotirender Krafte 
gegen den Satz von dem Beharren der Wirkung spricht. 
Nehmen wir rotirende Krafte an, so dass also z B. ein Kor- 
per infolge dessen um einen anderen, von dem die Kraft 
ausgehe, sich bewege, so wflrden wir zu folgender dem 
Satz vom Beharren der Wirkung widersprechender Erschei- 
nung gelangen konnen. Wenn dem sich bewegenden Kor- 
per andere Korper sich entgegenstellen, so werden diese in der 
Richtung der Tangente fortgeschleudert, er aber wird diese 
beim Stosse verlorene lebendige Kraft wieder ersetzt erhalteh. 
Ein solches System k5nnte also ins Unbegrenzte aus sich 
heraus Kraft erzeugen und nach aussen abgeben. 

Diesem eben Erorterten gegeniiber erscheint es paradox, 
wenn man behauptet, wie man es in einer theoretischen 
Bewegungslehre thun kann, dass es eigentlich nur Eine ein- 
faehe" Bewegung giebt und diese ist die Rotation, Indem 
diese in eine Translation tlbergeht, sobald die Rotationsaxe 

Klein, Principien der Mechanik. 6 
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ins Unendliche riickt. Hierdurch wird es recht klar, dass 
ein wesentlicher Unterschied stattfindet zwischen der theore- 
tischen Mechanik und ihrer Anwendung auf physische Kor- 
per und deren Bewegung. 

Ich habe ferner nachgewiesen , wie viel dazu nothig ist, 
um unserem Principe eine zur Anwendung schickliehe mathe- 
matische Form zu geben und dass dasselbe auch in der 
Brfahrung schon Bestatigung gefunden hat, wenn auch die 
YoUe noch nicht erreicht ist, so dass es dadurch wiederum 
klar ist, dass der Satz nicht Ausdruck einer allgemein giiltig 
befundenen Erfahrungsthatsache ist. 



Princip der virtuellen Gesehwindigkeiten. 

Dieses Princip ist hervorgegangen aus den iibereinstimr 
menden Gesetzen tiber das Gleichgewieht an den einfaehen 
Maschinen. Man fan d an dem Hebel, der RoUe, den RoUen- 
ziigen und an der schiefen Ebene, dass uberall im Falle des 
Gleichgewichtes die Krafte sich bei einer anderswoher ver- 
ursachten Bewegung verhalten umgekehrt wie die Wege 
ihrer AngriflFspunkte und stellte darnach das allgemeine Gesetz 
auf. Es erscheint also dasselbe als ein Ausdruck einer allgemein 
giiltigen Thatsache, als ein mit Hilfe einer unvoUstandigen In- 
duction gefundener Satz, so dass es einer Deduction bediirftig ist. 

Anders aber muss man iiber das Princip urtheilen, wenn 
einmal der Satz von der Constanz der Kraft zugegeben wird, 
es lasst sich dann dasselbe aus den Fundamentalhypothesen 
folgern. Wir kommen darauf zuriick bei dem Princip yon 
der lebendigen Kraft. Es sind namlich iKrafte, welche an 
einem Korpersystem wirken, dann unter einander im Qleich- 
gewichte, wenn si^ keine Aenderung der Bewegung oder des 
Geschwindigkeitszustandes hervorbringen, wenn also dieselben 
die lebendigen Krafte des ganzen Systemes und auch der 
Massenelemente nicht verandern, gleichgiiltig ob das Massen- 
system in Rube oder Bewegung ist^ und umgekehrt. Nach 
dem Principe der Erhaltung der Kraft ist aber 8as nur 
moglich, wenn die Gesammtmenge der vorhandenen Spann- 
krafte unverandert bleibt, wenn also weder ein Theil noch 
die ganze Menge derselben sich umsetzt in lebendige Kraft. 
Die allgemeinste hier gefolgerte Gleichgewichtsbedingung 
ist also diese, dass ein V^erbrauch von Spannkraft nicht vor- 
handen sein darf, also Arbeit nicht ausgeiibt wird. 

Soweit ist die Gleichgewichtsbedingung eine rein logische 

Consequenz aus dem Vorigen, und aus der mathematischen 

Form 'desselben muss demnach auch die unseres Princips 

6* 
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sich ergeben; die Aenderung der lebendigen Eraft ist nam- 
lich dann gleich zu setzen, es existirt demnach kein SpaDn- 
kraftverbrauch, d. h. die Spannkrafte dtirfen sich im Falle 
des Gleichgewiehtes nicht andern. Diese Formulirung wiirde 
sofort gegeben sein^ wenn man ein Maass der Spannkrafte 
hatte. Wir woUen nun versuchen alien Schwierigkeiten, welche 
im BegriflFe der Kraft enthalten sind, zu entgehen, Schwierig- 
keiten, welche wie es scheint, schon die Begrtinder der 
Mechanik veranlasst haben mit einer Art angstlicher Scheu 
das Wort Kraft zu gebrauchen, welche auch noch D'AIem- 
b^rt bewogen haben ^ die Mechanik lediglich als eine 
Wissenschaft der Wirkungen zu behandeln und sich zu 
entschuldigen, dass er, um Umschreibungen zu yermeiden, 
dennoch haufig den dunkeln Ausdruck Kraft gebraucht habe. 
Wir erreichen dies, indem wir als Maass der Krafte deren 
Wirkungen, oder wie wir diese nennen, deren Arbeit nehmen. 
Diese beurtheilen wir nach einer allgemein giiltigen Er- 
fahrungsthatsache, wie sie uns zunachst entgegentritt, wenn 
wir die Maschinen benutzen als Ersatz der Arbeit des Men- 
schen oder der Thiere, durch das Product der statisch ge- 
messenen Kraft mal dem von dem Angriffspunkte derselben 
zurUckgelegten Weg; denn die Arbeit ist nicht allein der 
Kraft, sondem auch dem zurUckgelegten Weg proportional. 
Es mag sogleich hier wegen einer weiter unten zu betrach- 
tenden Bemerkung von Gauss iiber die allgemeine Gflltig- 
keit dep Princips erwahnt werden, dass* es in der Natur 
Krafte giebt, die nicht arbeiten, z. B. der gegenseitige nor- 
male Druck zwischen einei^ beweglichen und unbeweglichen 
Korper, wie die Spannung einer Schnur, an der eine Pendel- 
linse bofestigt ist. Da nun nach dem Obigen die Spann- 
krafte in ihrer Gesammtmenge sich nichi andern sollen, so 
wfirde das nur heissen, dass die angebrachten Krafte nicht 
Arbeit verrichten sollen. Da nun aber diese sich nur angeben 
lasst, wenn eine Bewegung stattfindet, so ertheilen wir 
diese' dem Massensystem. Wir denken uns das System so 
fortbewegt, dass jeder Punkt eine unendlich kleine Linie 
beschreibt, die er wirklich zurucklegen kann. Eine solche 
gedachte Verschiebung nennt man eine virtuelle Verschie- 
bung und die ihr entsprechende Arbeit virtuelle Arbeit. 
Die Bezeichnung „virtuell'* (virttis, Fahigkeit, Mbglichkeit) 
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soil ausdrUcken ^ dass diese Yerschiebungen nur als mbglich 
gedacht werden, nicht wirklich erfolgende sind. Es wird 
also dann Gleichgewicht stattfinden, wenn die von einem 
Theile der Erafte producirte virtuelle Arbeit der vod dem 
noch tlbrigen Theil, welcher dann gewohnlich Widerstand 
genannt wird, virtuell producirten Arbeit gleich aber ent- 
gegengesetzt ist. 

Wenn nun auch der im Obigen gebrauchte Begriff der 
Arbeit ein Ausdruck einer allgemeinen Erfahrungsthatsache 
ist, so ist es doch anders bei dem der virtuellen Arbeit, der 
nur ein rein mathematiseher Ausdruck ist, infolge dessen 
unserem allgemeinen Principe Beschrankungen auferlegt wer- 
den. Wir miissen nilmlich den virtuellen Weg uuendlich 
kleinnehniyn, denn sonst wurde man im Allgemeinen nicht 
den Bedizigungen des Systems und dem Wesen der ange- 
brachten Erafte geniigen konnen. Wir beriicksicbtigen da- 
durch nur die sogenannte Tangentialbeschleunigung, welche 
dann passend bezeichnet wird tangentielle Elementarbeschleu- 
nigung. Wir nennen dann virtuelle Elementararbeit der 
tangentitUen Elementarbeschleunigung, kurz Elementararbeit 
der Beschleunigung, das Product der virtuellen Verschiebung 
in die tangentielle Elementarbeschleunigung, welches nach 
einer einfachen Transformation ist das Product der Elemen- 
tarbeschleunigung in die Projection der virtuellen Verschie- 
bung auf diese d. h. das virtuelle Moment. Wenn nun die 
Beschleunigung die Geschwindigkeit vergrossert, so wird diese 
Projection auf die Bichtung der Eraffc fallen und es wird dann 
die hervorgebrachte Arbeit nach Uebereinkunft positiv zu 
nehmen sein und im Gegentheil negativ. 

Nicht ohne Absicht ist hervorgehoben worden, dass es nur 
ein Uebereinkommen ist, die eine Art der Arbeit die positive 
und die andere die negative zu nennen, da wir nur behaup-^ 
ten konnen, dass sie einander entgegen gesetzt sind. Es diirfte 
daher wohl geeigneter sein, wie Glausius (Abh. XII. p. 180) 
vorschlagt, den Unterschied der Arbeiten durch ein Verbum 
zu bezeichnen und die Arbeiten als gethane und erlittene 
zu unterscheiden, so dass also der Ausdruck, die Kraft er- 
jeidet eine Arbeit, so viel bedeutet als, „sie thut eine nega- 
tive Arbeit". Schell (Theoret. Mech.) bedient sich der Aus- 
drUcke „bewegende und widerstehende Arbeit." 
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Darin ist die grosse VervoUkommnung des Princips ent- 
halten, welche Lagrange demselben* durch Einfiihrung der 
Variationen gegeben hat. Zugleich aber liegt auch in die- 
sem mathematischen Ausdruck eine Beschrankung fur die 
Anwendung des eigentlich ganz allgemeinen Princips auf 
die Falle, in denen das System an gewisse Bedingungen 
gebunden ist, welche seine Beweglichkeit beschranken, und 
zwar an Bedingungen, die dann nothigen zu einer Theilung 
der Krafte, von denen der eine Theil Tangential-, der andere 
Normalbeschleunigung hervorbringt. Dass eine solche Be- 
schrankung nicht in dem Princip enthalten ist, geht schon 
daraus hervor, dass es in vielen Fallen nicht nothig ist, den 
Weg unendlich klein zu setzen und zwar in alien denen, 
wo die Richtung der Kraft mit dem Weg des Angriffspunktes 
derselben zusammenfallt , wie z. B. bei den RoUen und 
Rollenziigen. 

Diese Bedingungen treten nun meistens auf in Form 
von Gleichungen, die nur einen Zusammenhang der Coordi- 
naten der Massenpunkte enthalten, sich also beziehen Uuf 
die gegenseitigen Abstande derselbeii, so dass wir zu unter- 
scheiden haben ein unveranderliches oder veranderliches 
System. Diese Gleichungen geben auch Beschrankungen iiber 
die Orte einiger oder aller Punkte oder beides, oder um- 
fassen Orts beschrankungen, die mit der Zeit veranderlich 
sind. Die zuletzt erwahnten Bedingungen miissen nun, ob- 
gleich wir zu unterscheiden haben zwischen Gleichgewicht 
der Ruhe und Bewegung, eigentlich unberUcksichtigt bleiben, 
da es sich hier handelt um Untersuchungen , die sich auf 
einen bestirnmten Zeitpunkt beziehen, so dass also die Zeit 
als constant zu betrachten ware. Doch konnen wir von sol- 
chen Bedingungen der weiteren Verwendung des Princips 
wegen nicht absehen. Es konnen endlich augh die Be- 
dingungen so gestaltet sein, dass selbst die Massen ver- 
anderlich sind mit dem Orte und der Zeit. In dem Falle 
also, z. B. wo die Punkte an gegebene Flachen gebunden 
sind, treten, wie Jacobi besonders hervorhebt, zur Be- 
stimmung der Lage des Ortes, (vergleiche die Bemerkung 
Jacobi's citirt von Neumann Sitzungsber. d. Ges. d. 
Wiss. zu Leipzig 1869 p. 257), zwei heterogene Bedin- 
gungen zusamtnen, namlich die Gleichung der gegebenen 
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Flache und dann die angebrachten Krafte, sofern dieselben 
den Punkt nicht auf der Flache zu belassen streben. 

Wenn nun das Princip eine logische Consequeliz ent- 
halt, sobald nur von Kraffcen, die eine Arbeit dabei verrich- 
ten konnen, die Rede ist, liegt der Gedanke nahe, die Giltig- 
keit des Princips auch dann noch a priori festzuhalten, so- 
bald man namlich vermag die gegebenen Bedingungen als 
derartige Krafte aufzufassen. Nach der allgemeinen Bestim- 
mung aber fiber Krafte, welche der Aufstellung des Princips 
der Erhaltung der Kraft zu Grunde liegt, muss man die ge- 
gebenen Bedingungen entweder als lebendige oder Spann- 
krafte denken und muss ebenso die Veranderung des Massen- 
systemes deuten. Es ist also die Richtigkeit des Satzes all- 
gemein anzuerkennen und es erfordert dann dessen mathe^ 
matische Verwendbarkeit fiir ein bestimmtes Problem nur 
eine besondere Reduction der Bedingungen auf Krafte. 

Wie in solchen Fallen von der allgemeinen Giiltigkeit 
des Princips abgewichen werden muss, hat Neumann (Sitz. 
d. Ges. d. Wiss. z. Leipzig 1869 p. 277) genauer erortert 
in einer Abhandlung, die den Zweck hat eine strenge De- 
duction des Princips zu liefem, und es driickt sich derselbe 
folgendermassen dariiber aus: „Wie wenig von einer absolut 
strengen Behandlung derartiger Probleme die Rede sein 
kann, zeigt sich deutlich, wenn wir etwa die Bewegung 
eines von der Schwerkraft soUicitirten Pendels oder liber- 
haupt die Bewegung eines starren Korpers, auf den ge- 
gebene Krafte einwirken, naher in's Auge fassen. Um eine 
solche Bewegung mit voller Genauigkeit zu untersuchen, 
miissten wir nothwendig zuriickgehen auf diejenigen Mole- 
kularkrafte, welche hinter der sogenannten Starrheit des 
Korpers verborgen sind, in unsere Untersuchung als noth- 
wendig mit hineinziehen jene kleinen Dilatationen und Con- 
tractionen, welche wahrend der Bewegung des Korpers in 
seinem Innern stattfinden und welche im Verlaufe dieser 
Bewegung von Augenblick zu Augenblick sich andem. Ver- 
nachlassigen wir diese inneren Vorgange, so verzichten wir 
zugleich auf die wirkliche strenge Behandlung des Problems/' 

Die Deduction von Neumann ist abhangig gemacht 
von den Fundamentalgleichungen, dass die beliebig gegebe- 
nen Krafte zerlegt nach drei zu einander senkrechten Coordi- 
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naten gleich sind dem Producte aus Masse in die zweiten 
Differentialquotienten der Coordinaten des sich bewegenden 
Punktes nach der Zeit^ und ffihrt dann zu folgendem allge- 
meinen Satz: ,^Treten bei einem meehanisehen Probleme 
irgend welche Bedingungsgleichungen auf, die entweder nur 
die Coordinaten entbalten^ oder ausserdem auch noch mit 
der Zeit behaftet sind und konnen diese Gleichungen zufolge 
der physikalischen Bedeulung des Problems aufgefasst wer- 
den als ein Symbol fQr nicht naher bekannte Krafte, Ton 
denen indessen vorausgesetzt werden darf, dass sie ein Po- 
tential besitzen, so wird der Satz der virtuellen Vertlekun- 
gen in GQltigkeit sein^ namlich zu bezeichnen sein als eine 
unmittelbare Consequenz des obengenannten Fundamental- 
gesetzes. — Denn wenn auch bei so mangelhafter Kenntniss 
der hinter den gegebenen Bedingungsgleichungen verborge- 
nen Kratte von einer voUig strengen Behandlung des Tor- 
gelegten Problems Abstand zu nehmen ist, so wird doch 
durch jenen Satz der virtuellen Verruckungen die Vorschrift 
ausgesprochen ftir diejenige approximative Behandlung des 
Problems, welche unter so bewandten Umstanden und bei 
Anwendung des Fundamentalgesetzes von selber sich dar- 
bietet." 

Eine Deduction des Princips scheint nun dberhaupt 
iiberfliissig zu sein, nach den obigen Erorterungen iiber 
Krafte, als welche auch die gegebenen Bedingungen immer 
zu betrachten sind , da dann das Princip eine logische Folge- 
rung enthalt und die gelieferte Deduction nur einen mathe- 
matischen Ausdruck durch einen anderen rechtfertigt. Nichts 
desto weniger ist die gedachte Herleitung von Wichtigkeit, 
denn durch dieselbe ist bewiesen, dass der aus der Erfahrung 
hergeleitete Begriff der Arbeit nicht anderen Fundamenten 
widercjpricht und damit seine voile Berechtigung erlangt. 

Von Bedeutung fUr die Kritik unseres Princips ist die 
Eliminationsmethode bei den Bedingungen, welche ein un- 
veranderliches System in seiner Beweglichkeit beschranken, 
eine Methode, welche Lagrange gelehrt hat und welche 
auf die Einfiihrung von Multiplicatoren beruht; denn es er- 
giebt sich dann, dass diese in Verbindung mit den gegebenen 
Bedingungen Eraften entsprechen. 
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Nachdem wir nun oben dargelegt haben^ dass unser 
Princip eine rein logische Consequenz enthalt, so miissen 
wir behaupten, dass dasselbe nicht mathematisch bewiesen 
werden kann, so dass wir also der von Jacobi aufgestellten 
Ansicht, welche im ersten Theil der Arbeit citirt ist, inso- 
weit beitreten, als es sich nicht um die mathematische Formu- 
lirong handelt. 

Nach dem Obigen kann nun gesagt werden, dass auch 
umgekehrt die Anwendung dieses Princips, wenn es in seiner 
logisch gefolgerten Strenge genommen wird, ein Mittel ist, 
um liber die Art der Krafte zu entscheiden und also bei- 
tragen muss zur Kenntniss der Molekularkrafte und damit 
der Molekularbewegungen , die wir ja iiberhaupt nur auf in- 
directem Wege erlangen konnen. 

In Bezug auf die Verwendbarkeit des Princips bei ge- 
gebenen Bedingungen ist noch zu erwahnen eine Bemerkung, 
welche Gauss bei Gelegenheit der Aufstellung seines Prin- 
cips gemacht hat; denn dieselbe giebt auch zu erkennen, 
dass das Princip der virtuellen Verruckungen neben seiner all- 
gemeinen Giiltigkeit einen rein mathematischen Ausdruck 
besitzt, der seinen beschrankten Gebrauch bedingt. Es sagt 
namlich Gauss (Opera V. p. 27) in einer Anmerkung: 
„Der gewohnliche Ausdruck setzt atillschweigend solche Be- 
dingungen Toraus , dass, die jeder Bewegung entgegengesetzte 
gleichfalls moglich sei, wie z. B. dass ein Punkt auf einer 
bestimmten Flache zu bleiben genothigt, dass die Entfemung 
zweier Punkte von einander unveranderlich sei und dergleichen. 
AUein dies ist eine unnothige und der Natur nicht immer 
angemessene Beschrankung. Die Oberflache eines undurch- 
dringlichen Korpers zwingt einen auf ihr befindlichen Punkt 
nicht auf ihr zu bleiben, sondem verwehrt ihm bios das 
Austreten auf die Eine Seite; ein nicht ausdehnbarer aber 
biegsamer Faden zwischen zwei Punkten macht nur die Zu- 
nahme nicht die Abnahme der Entfemung unmoglich u s. w. 
Warum woUen wir also das Gesetz der virtuellen Geschwin- 
digkeiten nicht lieber gleich anfangs so ausdrucken, dass es 
alle Falle umfasst? Der allgeraeine Ausdruck ist dann, dass 
die Summe der virtuellen Momente niemals positiv werden 
kann/^ 
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Diese Bemerkung ist nun gewiss , wie es von dem gros- 
sen Gauss nicht anders zu erwarten ist, richtig, bezieht 
sich aber eben nur auf den mathematischen Ausdruck des 
Princips, wie schon aus der oben gemachten Bemerkung 
hervorgeht, dass die Art der Vorzeichen Nichts mit dem 
Wesen der Kraft zu thun hat, sondern nach Uebereinkommen 
gewahlt ist. Vom Standpunkte des allgemeinen Princips 
kann gegen diese Bemerkung eingehalten werden, dass man 
dann, wenn man den materiellen Punkt von der Oberflache 
entfernt, auf der er sich bewegen soil, das ganze System 
anderen Kraffcen aussetzt; denn man entfemt den Widerstand, 
der als aussere Kraft eingefuhrt werden muss und auch eine 
virtuelle Arbeit leisten vrtirde. Es mussen demnach, um 
dann noch selbst ohne Einfuhrung dieser Arbeit der mathema- 
tischen Form des Princips Greltung zu verschaffen, auch 
solche Bevregungen, welche den unmoglichen direct entgegen- 
liegen, als unzulassig genommen werden, wenn sie eine Ver- 
anderung des gegebenen Kraftesystemes zur Polge haben. 
Dass iibrigens durch diese Bemerkung die Allgemeingultig- 
keit des Princips abgeschwacht wird und dasselbe zu einem 
Hilfssatz der analytischen Mechanik wird, leuchtet bald ein, 
wenn man die von Clausius \orgeschlagene Bezeichnung 
in diese unigeanderte Form des Princips einfiihrt. 

Dies ist rait grosser Scharfe auseinandergesetzt von 
Scheffler in der Abhandlung: „Ueber das Gauss'sche 
Grandgesetz der Mechanik (Zeitsch. fur Math. u. Physik v. 
Schlomilch III.). 

Aehnliche Bemerkungen lassen sich machen, wenn die 
Punkte nicht iiber eine gewisse Grenze hinausdiirfen. 

Aus dem Obigen scheint mir also hervorzugehen, dass 
das Princip in seiner ganzen Strenge eine rein logische 
Folgerung aus den Grundhypothesen ist, in der mathema- 
tischen Form hingegen, in der es zur Losung allgemeiner 
mechanischer Probleme Verwendung findet und Heterogenes, 
namlich Ortsbestimmungen und Kxafte vereinigt , ein Lehrsatz 
ist, dessen Richtigkeit auf andere mathematische Ausdrticke, 
welche die Grundhypolihesen bezeichnen, zuriickgefiihrt wer- 
den muss, dass fernev das Princip in seiner strengen An- 
wendung wiederum riickwarts ein Priifstein der vorausge- 
schickten Hypothesen, namentlich der von der Constanz der 
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Kraft werden kann, und endlich auch dann ein Mittel ist, 
einen Aufschluss iiber das Wesen der verschiedenen Natur- 
krafte zu geben. 

Zum Schluss endlich kann noch behauptet werden, dass 
dieses Princip, so lange es sich nur handelt um solche Krafte, 
die nach dem gewohnlichen Sprachgebrauch mechanische 
genannt werden, den Ausdruck der allgemein gultigen Er- 
fahrungsthatsache enthalt, dass, wie es zu Anfang schon 
erwahnt ist, bei alien Massen oder Massensystemen, an denen 
sich Krafte das Gleichgewicht halten, die Kjafte sich umge- 
kehrt yerhalten wie die Wege ihrer Angriffspunkte, wenn 
eine Bewegung des Systems durch irgend eine von Aussen 
angebrachte Kraft veranlasst wird. 

In Bezug auf seine allgemeine und strenge Verwendung, 
bei der auch andere Krafte als mechanische berucksichtigt 
werden soUen, mussen wir aber gestehen, dass dasselbe 
nur eine durch Erfahrung wahrscheinlich gemachte Annahme 
enthalt, insofern es sich stutzt auf das vorhergehende Princip, 
welches nach dem Obigen noch der voUen Bestatigung durch 
die Erfahrung bedarf. -j* 

Das Gesagte ist enthalten in dem Urtheil von Gauss 
iiber das Princip, welches an der oben citirten Stelle sich be- 
findet und folgendermassen lautet: ,,Der eigenthumliche 
Charakter des Princips der virtuellen Gesjfhwindigkeiten be- 
steht darin, dass es eine allgemeine Formel zur Auflosung 
aller statischen Aufgaben giebt, und so der Stellvertreter 
aller anderen Principien ist, ohne jedoch das Creditiv dazu 
so unmittelbar aufzuweisen, dass es sich, sowie es nur aus- 
gesprochen wird, schon von selbst als plausibel empfehle." 

Ueber die Wichtigkeit des Princips und iiber die Stel- 
lung desselben zu den anderen wird spater noch eine Er- 
orterung angestellt werden mfissen. 



D'Alembert's Princip. 

Leichter wird es sein, ein Urtheil zu fallen fiber das 
D'Alembert'sche Princip; denn dieses mvissen wir zu- 
nachst entsehieden in die Kategorie der logischen Folger- 
ungen yerweisen oder uns denken als eine Uebertragung 
eines allgemeinen Grundsatzes auf die Meehanik. 

Die allgemeinen Betrachtungen, welche wir anstellen, 
um zu dem Principe zu gelangen, wiirden folgende sein: 
Wenn ein System materieller Punkte sich infolge des Zusam- 
menhanges und einer an jedem Punkte wirkenden besonde- 
ren Eraft P bewegt, so konnen wir uns diese Bewegung 
hervorgebracht denken durch Erafte Q , die sogenannten 
Eflfectivkrafte, welche die einzelnen Punkte unter Voraus- 
setzung voUer Freineit angreifen und jeden so bewegen war- 
den, als er sich wirklich bewegt. Wirkt nun auf jeden frei 
gedachten Punkt Q und — Q, die Reactionskrafk, so ist das 
ganze freie Massensystem im Gleichgewicht. Sind die 
Punkte nicht mehr frei und bleiben die wirkenden Krafte 
P, Q und — Q, so muss die Wirkung der Verbindung so 
sein, dass P und — Q gerade aufgehoben werden; denn 
sonst wfirde der nicht aufgehobene Theil dieser Krafte eine 
Besultante geben, welche mit Q zusammen die dann als frei 
zu betrachtenden Punkte in eine andere Bewegung versetzte, 
als sie Q allein hervorbrachte, was gegen die Voraussetz- 
ung ist. 

Wenn wir die andere Form des Principes erhalten wol- 
len , konnen wir folgendermassen verfahren : Wir unterschei- 
den fiir jeden Punkt des Systems drei verschiedene Bewe- 
gungen, deren Geschwindigkeiten wir mit v, p und u be- 
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zeichnen; v moge die Geschwindigkeit sein, welche die 
Punkte erhalten infolge der angebrachten Krafte unter der 
Voraussetzung freier Punkte, u diejenige, welche wirklich 
die Punkte infolge der Krafte und der Verbindung des Sy- 
stems haben, und p diejenige, welche mit u als Resultante 
V giebt. Der Zusammenhang muss also so sein, dass das p 
aufgehoben wird, denn sonst miisste wirklich eine von u 
verschiedene Geschwindigkeit stattfinden; da nun umgekehrt 
p als Resultante von v und — i^.betrachtet werden kann, 
so miissen die Krafte, welche die Geschwindigkeiten v und 
— u hervorbringen, durch den Zusammenhang verloren 
gehen. 

Beide Ableitungen kommen demnach auf den Grundsatz 
hinaus, dass, wenn eine Wirkung gleich ist der Zusammen- 
wirkung mehrerer Ursachen und zugleich auch der einer der- 
selben, so miissen die anderen noch vorhandenen Ursachen 
fur sich verschwinden. Bedenkt man femer, dass die Krafte, 
welche die Geschwindigkeit p erzeugen, aufgehalten werden 
durch den Zusammenhang des Systems, so konnte man die. 
sem Principe auch den Grundsatz: Gleiche Ursachen nach 
entgegengesetztem Sinne heben sich auf oder a- a=0 zur 
Unterlage geben. 

Dass nun aber dieses Princip, welches also der in die 
Mechanik iibersetzte Grundsatz a — a = ist, erst so spat 
in die Mechanik eingefiihrt worden ist, darf uns nicht zu 
einer Tauschung uber dasselbe veranlassen, denn es handelt 
sich noch um eine geeignete zur weiteren Benutzung brauch- 
bare Form und diese konnte erst spater erlangt werden, 
durch eine geeignete Bezeichnung des Zusammenhanges der 
Krafte, Wege und der Zeit und durch eine genaue Kennt- 
niss der durch Gleichungen ausgedriickten Funktionen. 

Damit sind wir zur anderen Betrachtung des Principes 
gelangt; es ist namlich nun dessen Verwendbarkeit zu eror- 
tem, die es erlangt hat durch die mathematische Form. 
Dies wird sich am leichtesten zeigen lassen, wenn wir auf 
die erstere Ableitung zuriickgreifen, in der wir die Bezeich- 
nungen P und Q eingefiihrt haben. Die Krafte P sind als 
gegebene Werthe zu betrachten, wir miissen also deren ma- 
thematischen Ausdruck als bekannt voraussetzen ; anders aber 
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ist es mit den Werthen Q. Bekanntlich werden diese aus 
gedriickt durch das Product der Masse des Massenpunktes 
in den zweiten Diflferentialquotienten des Weges desselben 
nach der Zeit, ein Ausdruck, welcher, wie schon D 'Al em- 
ber t in der Einleitung zu seiner Mechanik sagt, Nichts mit 
dem Wesen der Kraite gemein hat. Es ist also diese Be- 
zeichnung, wie auch oben schon erortert, nur zu nehmen 
als eine mathematische Uebertragung der Bewegungsgesetze, 
welche Galilei aufgestellt hat, nach denen bei einer con- 
stanten Kraft die Geschwindigkeit proportional der Zeit und 
der gegebenen Kraft ist, wobei wiederum die Geschwindig- 
keit bestimmt ist durch das Verhaltniss des Weges zur Zeit. 
Hierbei ist zu erinnern, dass nach der von Gauss einge- 
fHhrten absoluten Einheit die Masse ausgedriickt wird, indem 
man als Einheit derselben nimmt diejenige, welche durch 
die Krafteinheit in der Zeiteinheit die Geschwindigkeitsein- 
heit erlangt. Diese Maasse bleiben aber relativ, so lange wir 
nicht eine dieser Einheiten bestimmen. Letzteres konnen 
wir aber erreichen, wenn wir ein Gewicht, welches entweder 
ein nationales oder intemationales sein kann, als Massen- 
einheit annehmen. Man darf namlich nicht glauben (Thom- 
son, Theoretische Physik p. 185), dass das Gewicht eine 
Kraft ist, sondern es ist nur Masse; denn ein Kaufmann 
wiirde bei Anwendung einer gewohnlichen Waage und einer 
Reihe von Gewichtstucken seinen Kunden dieselbe Quanti- 
tat derselben Stoffart geben, wie auch immer die Anziehungs- 
kraft der Erde sich andern mochte, da seine Messung von 
Massen abhangig ist. Ein anderer dagegen, der sich einer 
Federwaage bediente, wurde in hohen Breiten seine Kunden 
und in niedrigen Breitengraden sich selbst betrugen, wenn 
sein Instrument, welches auf Kraften und nicht auf Massen 
beruht, irgendwo adjustirt ware. 

Es kann also nur dann von einer Anwendbarkeit die- 
ses Principes gesprochen werden, wenn die gegebenen P 
denselben mathematischen Ausdriicken unterworfen werden. 
In Bezug auf den Zusammenhang des Massensystems, der 
also auch hier gegeben ist durch Gleichungen, welchen die 
Coordinaten der einzelnen Punkte unterliegen , ist dann noch 
dieselbe Betrachtung anzustellen, welche schon b^i dem vo- 
rigen Principe gemacht worden ist. 
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So einfach demnach die Begriindung dieses Principes 
ist, so bietet doch dessen allgemeine Anwendung mit dem der 
Erhaltung der Kraft zusammengehalten Schwierigkeiten und 
man wird hier wie bei dem Princip der virtuellen Geschwin- 
digkeiten zu unterscheiden haben zwischen einer mechani- 
schen Anwendung, wobei es nur auf die Bewegung von 
Massensystemen ankommt, und der auf physische Probleme, 
bei denen sammtliche Erscheinungen zuriickzufuhren sein 
werden auf die Veranderungen der kleinsten Theile, welehe 
aber wiederum nur hervorgebracht sein konnen durch an- 
ziehende und abstossendeKrafte, deren Intensitaten von der 
gegenseitigen Entfernung abhangig sind. Das Princip ent- 
halt also wie jenes nur eine naherungsweise Losung der 
Probleme, wenn man die sogenannten verlorenen Krafte 
zur Bestimmung des Ortes des sich bewegenden Massensystems 
nicht beachtet. Diese Krafte werden aber entweder die le- 
bendigen Krafte der Molekiile andem oder in Spannkrafte 
libergehen, so dass also die mit Hilfe des Principes gefan- 
denen Bewegungsbahnen nur richtig sein konnen bis auf die 
allerdings im VergJ^ch zu den anderen Effecten verschwin- 
dend kleinen Abweichungen, die erfolgen durch dasVerbrau- 
chen der verlorenen Krafte zu Molekularbewegungen. 

Es wird demnach auch dieses Princip neben dem vorigen 
einen Weg zeigen, auf dem man weiter zu gehen hat, um 
den noch nicht voUstandig erwiesenen Satz derConstanz der 
Kraft ferner zu begriinden oder umzustossen oder auch, um 
sich Aufschluss zu verschaffen iiber die Art der Molekular- 
bewegungen, welehe den bekannten Zustandsanderungeu zu 
Grande liegen. 

Damit sind wir sofort gefdhrt zur Beurtheilung des 
Standpunktes unseres Principes zur Erfahrung. So lange 
wir nur sogenannte mechanische Krafte beriicksichtigen, 
miissen wir es als einen Ausdruck einer allgemein gUltig 
befundenen Erfahrungsthatsache hinstellen; denn es behaup- 
tet dasselbe, dass bei jeder Bewegung ein Theil der ange- 
wandten Krafte durch den Zusammenhang des Systems auf- 
gehoben wird und nur der. noch iibrige Theil die Ortsver- 
anderung hervorbringt und dass nur soviel von den vorhan- 
denen Kraften zur Wirksamkeit kommt, als nothig ist, um 
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dem Korpersystem die Bewegung zu ertheilen, welche er 
wirklich hat, wenn er frei ware. Dass die Krafte factisch 
nicht verloren gehen, ware eine Folge des Principes der 
Erhaltung 'der Kraft, dessen voile Giltigkeit dann weiter 
iiber unser Princip entscheiden wird, woraus dann folgt, 
dass wir in Bezug hierauf unsere Erfahrungskenntnisse er- 
weitem mussen und dass das D'Alembert' sche Princip in sei- 
ner voUen Strenge bisjetzt nur als eine wahrscheinlich ge- 
machte Annahme hingestellt werden muss. 
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Hieran mochte ich nun eine Bemerkuug anschliesseii; 
welche einen Aufschluss geben soil iiber die Stellung der 
im Folgenden zu erorternden Principien. Das eben betrach- 
tete Princip namlich muss seiner Allgemeinheit wegen und 
seiner mathematischen Form nach alle Aufgaben der Dyna- 
mik, genauer der Einetik (Thomson)^ umfassen. Dasselbe 
leistet also far diesenTheil derMechanik das, was das Prin- 
cip der virtuellen Geschwindigkeiten in der Statik giebt, es 
enthalt die Mittel, jede dynamische Aufgabe in eine der 
Analysis zu verwandeln. Es bilden demnach diese beiden 
Principien das Fundament der ganzen Mechanik. Wenn 
man nun aber bedenkt, in welcherForm die genannten Prin- 
cipien die Losung der mechaniscben Probleme geben, so ist 
klar y dass man sich nach weiteren Principien umsehen muss. 
Es resultiren namlich aus dem Principe der verlorenen Krafte 
mit dem der virtuellen Geschwindigkeiten nur DiflFerential 
gleichungen, deren Integration die weitere voUstandige Lo- 
sung des Problems erst liefert. „Es scheint eben damach, 
wie Gauss (Opera V p. 23) sagt, nicht jedes neue Princip 
werthlos. Es wird allezeit interessant und lehrreich bleiben, 
den Naturgesetzen einen neuen vortheilhaften Gesichtspunkt 
abzugewinnen, sei es, dass man aus demselben diese oder 
jene einzelne Aufgabe leichter auflosen konne oder dass sich 
aus ihm eine besondere Angemessenheit ofiFenbare. Dennoch 
aber, wenn es auch immer Falle giebt, wo einfachere Betrach- 
tungen schneller zum Ziele fiihren, so kann dies der Vor- 
trefiflichkeit der von D'Al ember t eingeschlagenen Methode 
ebenso wenig Eintrag thun, als man z. B. die sogenannte 
analytische Geometric aus dem Grunde nicht geringer achten 
wird, weil sich einige Probleme durch die gewohnliche Geo- 
metric ktirzer oder bequemer auflosen lassen, als durch die 
analytische/^ 

Klein, Principien der Mechanik. < 
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Nachdem hierdurch dieBedeutung der obigen Principien 
charakterisirt ist, so bleiben fiir die noch welter aufzustel- 
lenden folgende Eategorien. Sie enthalten nur Folgerungen 
aus den vorigen, die dann entweder eine ganze Gattung von 
Problemen nmfassen oder den Aufgaben, auf die sie sich 
anwenden lassen , eine fiir die analytisehe Behandlang schick- 
lichere Form geben. Sie konnen femer entstehen durch neue 
BegriflFe and aus der Erfahrung neu herbeigebrachte Eigen- 
schaften der Materie, welche uns allerdings dann zwingen 
konnten, obige Principien entweder noch nicht als die allge- 
meinsteu anzuerkennen, oder auch dieselben ganz zu ver- 
werfen, was nach unserer obigen Auseinandersetzung iiber 
die mecbanischen Grundhypothesen wohl moglich ist. End- 
lich konnte auch ein neues Princip , ohne dass unsereErfah- 
rungskenntnisse sich vermehrt haben , gefunden werden, wel- 
ches allgemeiner als die beiden ist und dieselben als Folge- 
rungen enthiilt. Abzusehen ist bei einer mecbanischen Be- 
frachtung von solchen Principien, welche rein analytischer 
Natur sind und zum Theil nur dazu dienen, die angedeutete 
Integration ausfiihren zu konnen, wie z. B. das Princip des 
letzten Multiplicators von Jacobi. 



Prineip der Erhaltung der lebendigen Kraft. 

Das Prineip der lebendigen Krafte, das Gesetz 
der Energie, oder, wie es nach S eh ell (Theorie der Bewe- 
gung und der Krafte p. 44) zweckmlissiger genannt werden 
diirfte, das Prineip der Arbeit, wird leicht eine Treiinung 
der Beurtheilung zulassen , indem man einfacb ableiten kann, 
wie viel rein logische Folgerung an demselben ist mit zu 
Grundelegung der obigeii Hypothesen und wie viel daran 
mathematische Formulirung ist. 

Versuchen wir nun zuerst auszufiihren, wie weit sich 
dasselbe als Folgerung darstellen Tasst, indem wir nach dem 
Prineip von der Constanz der Kraft voraussetzeo , dass es 
unmoglich sei, durch irgend eine Combination von Natur- 
korpern bewegende Krafte fortdauernd aus Nichts zu erschaflfen. 
Denken wir uns ein Massensystem in Bewegung, so raiissen 
wir nothwendig annehmen, dass dasselbe die Geschwindig- 
keit erlangt hat durch einen Verbrauch von mechanischer 
Arbeit. Aendert sich dann die Geschwindigkeit , so kann 
dies nur geschehen durch einen dieser Aenderung entsprechen- 
den Aufwand oder Verbrauch von Arbeit der vorhandenen 
Krafte. Damit ist das charakterisirt, was der Satz von der 
lebendigen Kraft enthalt, oder das Prineip der Aequivalenz 
zwischen Arbeit und lebendiger Kraft. 

Das Prineip von der Erhaltung der lebendigen Kraft ist 
aus der oben angegebenen Grundhypothesis der Erhal- 
tung der Kraft von Helmholtz (p. 8) logisch folgender- 
massen hergeleitet worden. „ Denken wir uns ein System 
von Naturkorpem, welche in gewissen raumlichen Verhalt- 
nissen zu einander stehen und unter dem Einfluss ihrer ge- 
genseitigen Krafte in Bewegung gerathen bis sie in be- 
stimmte andere Lagen gekommen sind, so konnen wir ihre 
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gewonnene Geschwindigkeit als eine gewisse mechanisclie Ar- 
beit betrachten irnd in solche verwandeln. WoUen wir nun 
dieselben Erafte zum zweiten Male wirksam werden lassen^ 
um dieselbe Arbeit noch einmal zu gewinnen , so miissen wir 
die Korper auf irgend eine Weise in die an^inglichen Be- 
dingungen durch Anwendung anderer uns zu Gebote stehen- 
der Krafte zuruckversetzen; wir werden dazu also eine ge- 
wisse Arbeitsgrosse der letzteren wieder verbrauchen. In 
diesem Falle fordert unser Princip, dass die Arbeitsgrosse, 
welche gewonnen wird, wenn die Korper des Systems aus 
der Anfangslage in die zweite , und verloren wird , wenn sie 
aus der zweiten in die erste ubergehen, stets dieselbe sei, 
welches auch die Art, der Weg oder die Geschwindigkeit 
dieses Ueberganges sein mogen. Denn ware dieselbe auf 
irgend einem Wege grosser als die andere, so wiirden wir 
den ersteren zur Gewinnung der Arbeit benutzen konnen, 
den zweiten zur Zuriickfuhrung, zu welcher wir einen Theil 
der soeben gewonnenen Arbeit anwenden konnen, und wiir- 
den so in's Unbestimmte meehanische Kraft gewinnen, ein 
perpetuum mobile gebaut haben , welches nicht nur sich selbst 
in 3ewegung erhielte, sondern auch noch im Stande ware, 
nach Aussen Kraft abzugeben." 

Soweit ist das Princip eine logische Folgerung und es 
erhalt dasselbe die mathematische Form, wenn der Zusam- 
menhang der Geschwindigkeit mit der aufgewendeten mecha- 
nischen Arbeit durch eine Gleichung gefiinden ist. Dies ist 
aber schon im Obigen erortert; denn es ist dort angegeben, 
durch welchen mathematischen Ausdruck die geleistete Ar- 
beit auszudrficken ist, und auch ist bestimmt worden die Grosse, 
welche die in Geschwindigkeit iibergegangene Arbeit giebt, 
namlich die lebendige Kraft, welche nicht unpassend Wucht 
genannt worden ist. 

Daraus ergiebt sich so fort, dass unser Princip nur ist 
ein specieller Ausdruck des allgemeinen, der Erhaltung der 
Kraft, oder auch, dass es aufzufassen ist als das obige Prin- 
cip, nur angewandt auf Massenbewegung im Gegensatz zu 
den dort hereingezogenen Molekularbewegungen. Die hier 
gefolgerte Form unseres Princips erlaubt dann wiederum riick- 
warts zu schliessen auf die Art der Krafte, was von Helm- 
holtz in der schon ofter citirten Abhandlung. gemacht wor- 
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den ist. Es resultirt namlich aus den Betrachtungen dieses 
geistreichen Forschers, dass das Princip nur dann allgemein 
giiltig ist, wenn die Richtung und Intensitat der bewegenden 
Krafte bei einem System von Punkten nur abhangt von der 
Stellung der Punkte gegen einander, und dass, wenn wir 
die Krafte von einem Punkte ausgehend denken, diese in 
Bezug auf Richtung und Intensitat nur Funktionen der Ent- 
fernungen von diesen Punkten sind, Es bringt uns also die- 
ses Princip wiederum auf den schon oben erorterten Begriflf 
der Krafte, sodass also auch hierdurch die Annahme von 
Centralkraften als die einfachsten bestatigt wird. Wie gross 
dabei das Verdienst der Mathematik ist, soil am Schluss der 
Betrachtung dieses Principes genauer gewtirdigt werden. 

Es erfordert nun aber noch eine weitere Betrachtung 
die Form, unter der das Princip der lebendigen Krafte ge- 
wohnlich erscheint, wodurch.die oben angegebene beschrankte 
Anwendung desselben deutlicher hervorgeht. Dadurch wer- 
den wir auch finden den Zusammenhang dieses Principes mit 
den schon erorterten; denn wir konnen den mathematischen 
Ausdruck desselben herleiten* durch einfache mathematische 
Betrachtungen, welche sich an das Princip der virtuellen 6e- 
schwindigkeiten und der verlorenen Krafte anschliessen, so 
dass das Princip, wahr^nd es oben als eine rein logische 
Folgerung dargestellt ist, zugleich erscheint als das Resultat 
mathematischer Forschung. 

Setzen wir die Verschiebungen der Massenpunkte, welche 
bei dem Princip der virtuellen Geschwindigkeiten nur deu 
Bedingungen der Aufgabe unterworfen waren, stattfindend 
auf den Bewegungscurven selbst, d h. lassen wir die Coor- 
dinaten der Punkte x, y in die Werthe x-^-dx, y + dy, 
z + dz abergehen, so dass also die Componenten der Ver- 
schiebungen dXj dy, dfs sind, so erhalten wir mitHiilfe der 
bekannten Bezeichnungen unter Anwendung des Princips der 
verlorenen Krafte 

2(m^ X)dx+2:{m^^-Y)dy+S{m^,-Z)dz^Q. 



Da nun 



dx^^^dt, dy = ^dt, dz=^dt, 
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so kann diese Gleichung auf folgende Form gebracht 
werden 

woraus sich fiir ein Zeitintervall ^^ l>is ^ ergiebt 

i *' 

Hiermit ist die gewohnliche Form des Principes abgeleitet, 
wobei freilich vorlaufig noch angenommen ist^ dass man die 
Variation en mit den Differentialen beliebig vertauschen kann. 
Esmuss sich also hierandie mathematiseheErorterungknUpfen, 
ob es unter alien Umstilnden moglich ist, diese Yertauschung 
vorzunehmen. 

Es ist nun leicht zu Ubersehen, dass die Yariatio- 
nen dXy dy, d^er ui^d dieDifferentialien t^o^; dy, dz nur dann 
vertauscht werden konnen, wenn die gegebenen Bedingungs- 
gleichungen die Zeit nicht oder wenigstens nicht explicite 
entkalten. Dies muss aber immer stattfinden, wenn man 
die zu erfQllenden Bedingungs^gleichungen in ihrer wahren 
Bedeutung, wiedieselbe anderen Orte3 schon erortert worden 
ist, nimmt, so dass also, wenn hier eine beschrankte An- 
wendung des Principes gefolgert ist, dies vielmehr so ge- 
deutet werden muss, dass man nicht bis zu den letzten Grtin- 
den zuriickgehen will, sondern es nur darauf ankommt, den 
Erfolg zusammengesetzter Bewegungskrafte zu berechnen in 
solchen Fallen , wo die Auflosung derselbeti in einfache noch 
nicht gelungen ist, da Bedingungsgleichungen , welche iiber- 
haupt auderes als einfache Krafte enthalten, nur eine Zu. 
sammenfassung durch mehrere Krafte hervorgebrachter Er- 
scheinungen sein konnen. So wurde z. B. der Fall zu deu- 
ten sein, den man gewohnlich anfiihrt als Beispiel, dass die 
Zeit explicite in den Bedingungsgleichungen enthalten sein 
kann. Ein sich bewegender Massenpunkt sei gezwungen, 
auf einer Oberflache zu bleiben, die sich mit der Zeit andert. 
Dass das Yerbleiben auf einer Oberflache streng genommen 
zu betrachten ist als die Wirkung von Kraften, ist bei dem 
Princip der virtuellen Geschwindigkeiten bereits erortert. 
Wenn sich nun diese Oberflache mit der Zeit iindem soil, 
so mttss]te» wir dies auf die Krafte tlbertragen, deren Yer- 
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wandlung bei dem Principe der Erhaltung der Eraft ange- 
deutet ist. 

Es enthalt ferner die eben hergeleitete mathematische 
Form unseres Princips eine Beschrankung durch das Integral. 
Es leuchtet namlieh ein, dass wenn sich dieses nicht angeben 
liesse, das Princip nichts weiter als einen mathematischen 
Lehrsatz enthielte* Da nun aber durch die obige Folgerung 
dessen allgemeine unbedingte Giiltigkeit dargethan ist, so 
folgt umgekehrt; dass die angedeutete Integration sich immer 
ausfiihren lassen muss^ es also immer eine Kraftefunction 
giebt und dass also, wenn dies in der betrefiPenden Form 
nicht erreicht ist, der Grund nur liegen kann entweder in 
der Art der Bildang der unter dem Integralzeichen stehen- 
den Ausdriicke oder in einer nothigen Einschrankung des 
Begriffes von Kraft, welche letztere also dann als wesentliche 
Merkmale der Kraft die Bedingungen enthielte, deren Er- 
fiillung man als gegeben voraussetzt, wenn man sagt, dass 
das Princip der Erhaltung der Kraft gelte. 

Eine ' ahnliche Bemerkung kann man machen in Bezug 
auf die Probleme, bei denen sogar die Massen als von der 
Zeit abhangig gedacht werden mussen, wie z. B. bei den 
elektrischen Untersuchungen. Auch hier fehlt es noch an 
einer voUigen Zuriickftihrung der physikalischen Erscheinun- 
gen auf Wirkungen einfacher Krafte. 

Nach diesen Erorterungen scheint das Princip nioht 
direct aus der Erfahrung hervorzugehen, wahrend man nach 
den historischen Erorterungen fiber dasselbe versucht sein 
konnte anzuuehmen, dass es urspriinglich der Aasdruck einer 
Ert'ahrungsthatsache gewesen ist. Letzeres ist nun aber nur 
soweit richtig , dass nach einer genauen Beobachtung jede 
in Bewegung befindliche Masse einen Widerstand uberwindet, 
der der Arbeit entspricht, welche die Bewegung hervor- 
gebracht hat. 

Wieweit ist nun dieses Princip durch den bisherigen 
Umfang der Erfahrungskenntniss eine wahrscheinlich ge- 
machte Annahme? 

Allgemein ist schon seit langer Zeit das Princip an-* 
erkannt in Bezug auf die Bewegungen, welche stattfinden 
unter dem Einfluss der allgemeinen Gravitation sowohl der 
Himmelskorper als auch der schweren auf der Erdoberflache. 
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Bei den HimmelBk5rpern ist es ausgedrQckt durch die Zu- 
nahme der Geschwindigkeit derselben^ wenn sie sicli dem 
Centralkorper nahero, durch die Unverauderlichkeit der 
grossen Axen ihrer Bahnen und endlich durch die Dauer 
ihres Umlaufs und ihrer Rotation. Bei den fallenden KSrpern 
ist es durch die Thatsache gegeben, dass die Geschwindig- 
keit an irgend einem Punkte nicht abhangt von der Richtung 
und Form der Fallbahn, und dass ein Korper, urn auf eine 
gewisse Hohe zu gelangen, dieselbe Geschwindigkeit erhalten 
muss*, die er beim Fall von dieser Hohe erlangt hatte. 

Schon gegen den hier erwahnten zweiten Fall konnte 
man mit Recht einwenden, dass unser Princip nicht statt- 
finde; denn die eben angegebenen Resultate stimmen nicht 
mit der gemeinen Beobachtung iiberein. Noch mehr gilt 
die eben gemachte Bemerkung bei der Uebertragung von 
Bewegungen durch feste Kiorper und bei den Bewegungen 
fester und flfissiger elastischer Eorper; denn es miisste die 
Uebertragung dem Principe nach ungeschwacht stattfinden 
und in Bezug auf die zweite Art der Bewegung stimmen 
unsere Beobachtungen z. B. beim Stoss nicht mit den Folge- 
rungen des Princips uberein. Zu diesen Erscheinungen ge- 
horen die Wellenbewegungen , deren lebendige Eraft zu 
verschwinden scheint oder die durch Absorption Ursache 
anderer Erscheinungen werden, deren Aequivalenz mit der 
ersten in den raeisten Fallen schwierig zu bestinimen ist. 
Man wird aber durch eine einfache Ueberlegung sich bald 
iiberzeugen , dass wir dann bei der Rechnung Voraussetzungen 
gemacht haben, die in der Natur nicht erfullt sind; denn 
wir miissen bei Uebertragung der Bewegung den vermitteln- 
den Eorper absolut unzusammendriickbar und unausdehnbar 
nehmen, femer mussen wir beim Stoss eine absolute Elasti- 
citat voraussetzen und bei der ohne neuen Anstoss fortdauern- 
den Wellenbewegung neben der Annahme einer absoluten 
Elasticitat noch absehen von einer Reibung im Inn em und 
gegen die Umgebung. 

Man ist also in vielen Fallen geneigt anzunehmen, dass 
unser Princip mit der Erfahrung im Wider spruch steht; so, 
um noch einen Fall zu erwahnen, welcher der Aufstellung 
des Princips wirklich einige Schwierigkeit bereitet hat, 
mfisste ein Pendel nach dem Principe fortwahrend dieselben 
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Schwiffgungen machen , wahrend doch desseri bald eintretende 
Ruhe oft genug beobachtet werden kann. Kurz in der 
Natur kann ein materielles System nie durch eine in sich 
zuriicklaufende Bewegungsreihe gebracht werden, ohne dass 
mehr Arbeit gegen die wechselseitigen Krafte seiner Theile 
verausgabt werde als durch diese Krafte gewonnen wird, da 
keine Bewegung stattfinden kann ohne dass Widerstande 
auftraten. Solche Widerstande sind hervorgebracht durch 
Reibung oder sie ruhren von der Zahigkeit der Medieii her, 
oder sie haben ihren Grund in den ihrem Wesen nach noch 
unergriindeten Kraften, der Elektricitat und des Magnetismus, 
die auch mit der Zeit sich andern konnen. Es kann daher 
nicht Wunder nehmen, dass man bei taglicher Beobachtung 
dieser beeintrachtigten Bewegung dem Princip lange Zeit 
nur mehr eine matheraetische als eine physikalische Giiltig 
keit zugesprochen hat. Eine genauere Beobachtung hierher 
gehoriger Erscheinungen lehrt aber^ wie schon oben ange 
deutet, dass dann, wie bei alien derartigen Phanomenen 
Wirkungen, welche einen Theil der lebendigen Krafte ab- 
sorbiren, iibersehen werden, und dass dann unser Satz die 
im Princip der Erhaltung der Kraft gegebene Verallgemeine- 
rung gleichsam fordert, indem dasselbe die Betrachtung von 
den wahrend eines bestimmten Augenblicks wirksamen KJraften 
auf diejenigen ausdehnt, welche moglicherweise zur Wirkung 
gelangen konhen. Indem also das neue Princip diese poten- 
tiellen Krafte in Betracht zieht, ist es wesentlich nur ein 
Fortschritt in der BegrifiFsscheidung , thatsachlich aber liegt 
es in dem Princip der Erhaltung der lebendigen Kraft 
bereits eingeschlossen. Es fiihrt also unser Princip zu der 
Transformation der Naturkrafte in bestimmten Aequivaleuz- 
verhaltnissen oder zwingt uns bei den bereits oben ange- 
gebenen Naherungen stehen zu bleiben. Hierauf wiirde sich 
dann auch die Gonsequenz beziehen, die wir oben der ge- 
wohnlichen Annahme entgegen ziehen mussten, dass namlich 
die angedeutete Integration sich immer ausfiihren lassen 
mussie, so dass also diese Dnvollstandigkeit in der willktSr- 
lich gesetzten Beschrankung des Princips liegt, aber der An- 
nahme einer allgemeinen Giiltigkeit desselben kein Hinderniss 
bereitet. 
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Aus diesen Brorterungen geht nun hervorj dass unser 
Princip nur dann durch die Erfahrung bestatigt wird , wenn 
wir von den Erscheinungen abstrahiren, bei denen schein- 
bar ein Theil der vorhandenen Kraft so absorbirt wird , dass 
er verschwindet. Aber nur, wenn ausser den wahrnehm- 
baren Bewegungen und den messbaren Kraften, mit denen 
wir durch directe Beobachtung bekannt werden, auch die 
das Licht, die Warme, Elektricitat und Magnetismus aus- 
niaehenden unmessbar kleinen Bewegungen von Theilen , die 
vielleicht die letzten Molekiile der Materie sind, sowie die 
zwischen den Molekiilen thatigen chemischen Affinitatskrafte 
in Rechnung gezogen werden, konnen wir den allgemeinen 
conservativen Charakter aller dynamischen Wirkung in der 
Natur erkeunen und einsehen, dass das Princip der Constanz 
der Energie auch fur die ganze Classe der von einem Wider- 
stand begleiteten Naturwirkungen gilt, die es anscheinend 
verletzen. 

In Bezug auf die Stellung dieses Princips zu dem der 
virtuellen Geschwindigkeiten kann noch Folgendes gesagt 
werden. 1st namlich einmal der allgemeine Ausdruck fiir 
dasselbe gewonnen, so kann es als Fundament dienen und 
konnen die anderen daraus abgeleitet werden. Soil ein 
*Punktsystem infolge daran angebrachter Krafte in seinem 
Bewegungszustande sich nicht andem, so kann weder eine 
Vermehrung noch Verminderung der lebendigen Kraft statt- 
iinden, das wiirde heissen, dass die Summe der Arbeiten 
entweder constant ist oder verschwindet, womit das Princip ' 
der virtuellen Geschwindigkeiten gefunden ware. Daraus wiirde 
tblgen, dass das Princip der lebendigen Kraft der allge- 
meinste und wichtigste Satz ware und die ganze Mechanik 
in sich fasse. 

Es scheint mithin zwischen diesen Principien ein ahn- 
licher Zusammenhang zu existiren, wie zwischen den Winkel- 
paaren bei Parallellinien , von denen auch ein jeder sich 
ohne Schwierigkeit entwickeln lasst, wenn einmal einer als 
richtig anerkannt ist. 

Wenn daher auch zugegeben werden muss, dass die 
Mathematik der Entwickelung der niechauischen Gesetze 
grossen Dienst erweist, so ist doch die eigentliche Ent- 
deckung von mechauischen Gesetzen nicht deren Verdienst; 



— 107 — 

t 

denn es ist die Formel nichts als der mathematische Ausdruck 
eiues bereits im Geiste klar erkannten Zusammenhanges der. 
Erscheinungen und deswegen ist das, was aus der Fbrmel 
herausgereebnet wird, schon darin enthalten. Es sind daher 
die durch die Matbematik erhaltenen Resultate nur ebenso 
sicher als die erste Gleicbung und deren Betrachtung kann 
dann eben nur zu neuen Auffassungen fiibren, die das ur- 
spriinglicb Ausgesprochene bestatigen. Diese Bemerkung 
wird nun aucb nocb von Bedeutung bei Betrachtung der 
nachstfolgenden Principien. 



' " * ; -• *'' 



Princip der Erhaltung des Schwerpunktes. 

Um ein Urtheil zu fallen iiber das Princip der Er- 
haltung des Schwerpunktes oder des Massenmittel- 
punktes oder des Princips der Erhaltung der Quantitat der 
Bewegung, wird es passend sein zu betrachten, wie das- 
selbe hergeleitet wird. 

Nach dem D'Alembert'schen Princip in Verbindung 
mit dem der virtuellen Gechwindigkeiten gilt unter Beibehal- 
tung der gebrauchlichen Bezeichnungeu 

2J(X—mx")=0, 2J(T—my'')=0, H (Z—m/')=^0, 
wenn die dx, tfy, Sis von einander unabhangig sind. 
Die Tragweite dieser Bedingung ist schon bei dem Princip 
der virtuellen Geschwindigkeiten erSrtert worden. Piihrfc man 
dann folgende Bestimmung ein 

2]mx = Mx^, Umy =My^, Emz=^Mz^j 
wo M die ganze Masse des Systems bezeichnet und x^,y^, z^ 
die Coordinaten eines durch diese Gleichungen definirten Punk- 
tes sind, so erhalt man durch Substitution dieser Werthe 
die Gleichung des zu erorternden Princips. 

Es erscheint damach dasselbe als Folgerung aus den 
oben bei der Herleitung angegebenen Principien unter Hin- 
zunahme einer neuen Definition. Es wird demnach zuerst 
nothwendig sein diese neue Begriflfsbestimmung zu erortern. 

Dass ein solcher Punkt, der sogenannte Schwerpunkt 
d. h. ein Punkt, in dem man sich die ganze Masse des 
Korpers versetzt denken kann, in jedemKprper, der der ge- 
wohnlichen terrestrischen Gravitation unterworfen ist, existirt, 
ist ein Ausdruck einer allgemein auerkannten Erfahrungs- 
thatsache, wahrend in aller Strenge der Theorie der resul- 
tirenden Wirkung der Schwere nur bei einer bestimmten 
Art der Stoflfvertheilung ein solcher Punkt eines starren 
Korpers existirt. Obgleich nun damit zunachst angedeutet 
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scheint^ dass unser Princip auch nur ein ungenaues sein 
k5nne; so werden *wir doch dessen allgemeine GQltigkeit an- 
erkennen mtissen, wenn wir den oben aufgestellten Begriff 
weiter priifen, indem wir die Schwere der Korper nicht be- 
riicksichtigen. Nach unserem Postulate fiber die Materie 
konnen wir uns dieselbe zunachst zerlegt denken in Gruppen 
materieller Punkte^ deren Massen ungleich sind, um nicht weitin 
metaphysische Erorterungen, wie sie von Schelling ange- 
stellt sind^ zu gerathen. Diese konnen wir aber in eine 
grosse Anzahl gleicher materieller Punkte auflosen, so dass 
jeder der ursprunglichen Punkte je nach der Grosse seiner 
Masse natiirlich mehr oder weniger dieser Theile enthalt. 
SoUten die Grossen der gegebenen Massen incommensurabel 
sein, so konnen wir dadurch, dass wir die Theile hinlanglich 
klein nehmen, dieser Porderung noch genfigen. Setzen wir 
dies fest, so kann keineUnklarheit des durch die oben aufgestell- 
ten Gleichungen definirten Punktes entstehen, so dass wir 
ftir jede Massenvertheilung einen solchen Punkt bestimmen 
konnen. Es ist daher unpassend den oben definirten Punkt; 
Schwerpunkt zu nennen, sondern rathsam fur denselben die 
im Obigen gebrauchte Bezeichnung „Massenmittelpunkt^ oder 
die von Thomson eingefuhrte „Tragheitsmittelpunkt" bei- 
zubehalten. Wenn man nun diese Begriffsbestimmung eines 
in jedem Massensystem vorhandenen Punktes benutzt, so 
mtissen unter Voraussetzung der ^edingung fiber die Unab- 
hangigkeit der Variationen die obigen Bewegungsgleichungen 
umgeseszt werden dtirfen in 

welche die Gleichungen unseres Princips sind. 

Aus diesen Betrachtungen geht hervor, dass dasselbe nur 
eine rein mathematische Folgerung aus den bereits erorter- 
ten Principien ist, zu der man a priori nicht kommen wird. 

Dass diese Behauptung richtig ist, wird noch bestatigt 
dadurch, dass diese Gleichungen, wie Thomson §229 ent- 
wickelt, sich aus rein geometrischen Satzen entwickeln lassen, 
die sich beziehen auf eine gewkse Menge von Punkten. 
Diese geometrische Ableitung rechtfertigt die oben an- 
gegebene erstere Bezeichnung des Princips, wahrend der 
zweite Name auf eine logische Gonsequenz deutet, von der 
nachher die Rede sein soil. 
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Wiirde also unserem Satze durch irgend eine Erfahrungs- 
thatsache widersprocheii^ so konnle dies nur einen Rfickschluss 
auf die Postulate iiber die Materie oder auf die Principien, 
aus denen es gefolgert wird^ machen lassen^ bis jetztfreilich be- 
stutigt unsere Erfahrungskenntniss ^ wenn sie gelautert wird 
durch eine genaue Beriicksichtigung aller wirkenden Erafte^ 
die Richtigkeit des aufgestellten Princips. 

Damit ist aber nur erst eigentlich charakterisirt das 
Princip der Bewegung des Massenmittelpunktes. Eine weitere 
nur mathematisclie Erorteruug unter bestimmten Voraus- 
setzungen iiber die Beschaffenheit der vorhandenen Krafte 
filhrt uns dann zu dem Princip der Erhaltung des Massen- 
mittelpunktes, welches behauptet, dass der genannte Punkt 
sich gleichformig in gerader Linie bewegt oder in Ruhe 
bleibt, wenn er anfan^lich ruht. 

Unser Princip lasst sich endlich ohne die allgemeinen 
Bewegungsgleichungen direct aus dem Princip der Tragheit 
und dem der gleichen Gegenwirkung durch rein logische 
Folgerungen herleiten. Wenn mimlich zwei starre Korper 
auf irgend eine mit ihrem Zustande vertragliche Weise auf 
einander einwirken, so kann die Summe deren Bewegungs- 
grosse nach dem Principe der gegenseitigen Wirkung keine 
Aenderung erfahren durch die Wechselwirkung der Korper, 
es muss mithin deren Massenmittelpunkt nach dem Trag- 
heitsprincip gleichformig in gerader Linie fortgehen, ausser 
wenn die Richtung oder Geschwindigkeit seiner Bewegung 
durch Krafte geandert wird , welche zwischen diesen Korpem 
und irgend einem anderen wirken. Sowie es hier fur zwei 
Korper erortert ist, muss es auch gelten fiir ein System von 
Korpem. Ganz auf dieselbe Art ergiebt sich dann der erste 
Theil unseres Satzes, dass der Massenmittelpunkt eines be- 
liebigen Korpers oder Korpersystems sich so bewegt, wie 
ihre gesammte Masse sich bewegen wiirde, wenn sie in diesem 
Punkte concentrirt ware und unter dem Einfluss von Kraften 
stande, die den auf die verschiedenen Theile in Wirklich- 
keit wirkenden Kraften gleich und parallel sind* 



Prineip der Erhaltung der Flaehen. 

Die verschiedeiien Formen des Princips der Erhaltung 
der Flaehen scheinen anch verschiedene AufiFassungsweisen 
zuzulassen. Spricht man von der Proportionalitiit der Flaehen 
und Zeiten, so liegt es nahe dasselbe fur eine rein inathe- 
matische Folgerung zu halten, berucksichtigt man aber die 
anderen Formen, in denen von Constanz der Momente der 
Quantitaten der Bewegung oder gar von Erhaltung der 
Wirkung die Rede ist, so ist man geneigt demselbgn eine 
metaphysische Gultigkeit zuzuschreiben. 

In der letzten eben angebenen Form ist aber ein ganz 
unbestimmter Ausdruck enthalten, denn es ist nicht an und 
und fiir sieh klar, was unter Wirkung (action) zu verstehen 
ist und die genaue Angabe dieser Grosse fiihrt sofort ab 
von dem allgemeinen Begriffe zu einer rein mathematischen 
Definition, so dass das Wort Wirkung nur als ein ganz 
willkiirlich genommener Name erscheint. 

Die erste Form lasst dasselbe als einen rein mathematischen 
Satz erscheinen, was auch deutlich hervorgeht aus der Her- 
leitung desselben, wie dieselbe z. B. gemacht werden kann 
mit zu Grundelegung des Princips des Gleichgewichtes der 
verlorenen Krafte und der Zerlegung jeder Bewegung in 
eine fortschreitende und drehende. Den Momentengleichun- 
gen der verlorenen Krafte konnen wir folgende Form geben: 

Sind nun die von aussen wirkenden Krafte so beschaffen, 
dass die rechten Seiten verschwinden, so sind die linken voU- 
standige Diflferentiale, deren Integrale 
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„ , dy dx. 
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dx dz. 

nach den Lehren der analytischen Geometrie das Princip 
enthalten. Die rechten Seiten der obigen Gleichungen* werden 
aber gleich 0, wenn die bei der historischen Erortemng 
angegebenen Bedingungen erfiillt sind. So ware denn dem 
Principe keine andere Bedeutung beizulegen als die eines 
mechanischen Lehrsatzes in mathematischer Form^ der mit 
Hulfe der aus der Mathematik hergenommenen Bezeichnung 
mechanischer Gesetze gefolgert wird ; der Satz ware dem- 
nach schon in den obigen Principien enthalten und kann 
nur eine durch die Erfahrung gewonnene Bestatigiing der 
mathematisehen Ausdriicke filr mechanische Grossen bewirken. 

Es giebt keine Beobachtung, welche mit demselben im 
Widerspruch steht. Er findet vor Allem seine Bestatigung 
bei der Bewegung der Himmelskorper, fur die er auch den 
Ausdruck einer allgemein giiltig befundenen Thatsache enthalt. 

Die zweiteForm des Princips deutet auf Grundhypothesen 
und es soil nun im Folgenden dargethan werden, dass wir 
das Princip folgern konnen aus dem Grundsatze der gleichen 
gegenseitigen Wirkung und aus dem Tragheitsprincip. Gehen 
wir der Einfachheit wegen, wie bei Erbrterung (Jes vorigen 
Princips von zwei starren Korpem aus, die durch die Wechsel- 
wirkung der zwischen denselben thatigen Krafte zusammen- 
gehalten werden, so muss bei ihnen die Summe der Momente 
der Bewegungsgrosse in Beziehung auf irgend eine Linie, 
die eine im Raume festliegende Richtung hat und durch 
einen beliebigen Punkt geht, der sich gleichformig in einer 
geraden Linie nach irgend einer Kichtung zu bewegt, con- 
stant bleiben. Ganz so konnen wir ftir ein gauzes System 
von Korpern schliessen, das nur durch die wechselseitig 
wirkenden Krafte zusammengehalten wird, also keine Ein- 
wirkung von aussen erfahrt. 



Princip der kleinsten Wirkung. 

Ebenso leicht wird es sein iiber das Princip der klein- 
sten Wirkung zu urtheilen. Dasselbe erscheint in dieser 
Form und noch mehr unter dem Satz, dass die Natur ihre 
Wirkung mit dem kleinsten Kraftaufwand erreicht, als eine 
metaphysische Wahrheit, als ein Satz, der an und fUr sich 
klar ist, wodurch er das Merkmal eines Grundsatzes erlangt. 
Wenn nun aber auch als selbstverstandlich zugegeben wird, 
dass jede Bewegung eines Systems in der Art wie sie wirk- 
lich erfolgt auf die leiehteste Weise vor sich gehen werde, 
abgesehen von der in dieser Ansiclit enthaltenen unhaltbaren 
Teleologie, so ist doch nicht ohne Weiteres klar, dass das 
Produkt -aus der Bewegungsgrosse und dem Bahnelement 
das eigentliche Maass fiir diejenige Grosse sei, welche zu 
einem Min. werden muss. 

Richtig urtheilt uber dieses Princip Poisson (I p. 460), 
wenn er behauptet, dass dasselbe einen Schein von metaphy- 
sisclier Wahrheit an sich tragt, und dass es einen unpassen- 
den Namen erhalten hat. 

Ebenso spricht sich Lagrange aus, obgleich derselbe 
sogar urspriinglich aus ihm alle seine Resultat^ in der 
Mechanik hergeleitet hat, bis er, als er jene Resultate streng 
begriinden woUte, das Princip verliess und das der vir- 
tuellen Geschwindigkeiten zur Basis seiner Entwickelungen 
nahm. Lagrange hehauptet, dass dieses Princip mit Seinem 
unpassenden Namen nicht wie ein metaphysisches Princip 
angesehen werden kann, sondem wie ein einfaches Resultat 
aus den allgemeinen Gesetzen der Mechanik. 

Einen hohen Werth legt Thomson auf dieses Princip, 
indemersagt: (Theor. Ph. §318) „Maupertuis beruhmtes 
Princip der kleinsten Wirkung ist bis jetzt mehr als eine 
sonderbare und etwas verwirrende Eigenschaft der Bewegung, 

Klein. Principi en der Mechanik. g 
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denn als ein ntitzlicher Ftihrer in kinetisclien Forschungen 
angesehen worden. Wir haben aber die feste Ueberzeugung, 
dass man demselben eine viel tiefere Bedeutung beilegen 
wird, nicht nur in der abstracten Dynamik, sondem auch 
in der Theorie mehrerer Zweige der Physik, die jetzt anfan- 
gen, dynamische Erklarungen zu erhalten." 

Dass das Princip, welches eine symbolische Formel 
giebt, in welche das gefiindene System von Differential- 
gleicliungen sich zusammenfassen lasst^ in sich selbst schon 
den Anspruch auf eine metaphysische Wahrlieit aufgeben 
muss, geht auch entschieden daraus hervor, dass das ge- 
forderte Min. nicht in alien Fallen vorhanden ist, sondem 
dass die in Rede kommgnde Variation auch verschwindet 
ohne dass das Integral weder ein Min. noch ein Max. ist; 
femer daraus, dass das Min. des Integrals nicht bei zwei 
beliebigen Positionen des Systems statt hat, sondem nur, 
wenn die Endposition und Anfangsposition hinlanglich nahe 
sind. Da die Herleitung des Princips nur eine Aufgabe der 
mathematischen Analysis ist, so kann sie hier iibergangen 
werden. Jacobi hat demselben, wie er (p. 45) sagt, die 
wahre Form gegeben, eine Form ffir welche es schwer sein 
durfte eine metaphysisclie Ursache aufzufinden. 

Was nun zum Schluss seine Stellung zur Erfalirung an- 
langt, so kann keine Rede davon sein, dass es ein Ausdruck 
einer allgemein giiltig befundenen Thatsache ist, da es nur 
eine analytische Bedingung giebt, die sich so ausdriicken 
liisst: Es verschwindet die Variation der Wirkung, was das 
Merkmal eines Minimums, Maximums oder eines Maximum- 
minimums ist. 



Prihcip des kleinsten Zwanges. 

Das letzte zu erortemde Princip, das des kleinsten 
ZwangeS; dessen statischen Theil M obi us, wohl veranlasst 
durch die im ersten Abschnitt der Arbeit citirte Bemerkung 
von Gauss, das Princip der kleinsten Quadrate nennt, oder 
das Princip, welches man dem D'Alembert'schen gegen- 
Uber fiiglich das Gauss'sche Princip nennen kann, ist wie 
die meisten der erorterten Principien, einer doppelten Auf- 
fassung zuganglich. 

Giebt man namlich demselben die folgende Form: die 
Bewegung eines Korpersystems geschieht in jedem Augen- 
blicke in moglichst grosster Uebereinstimmung mit der freien 
Bewegung oder unter* moglichst kleinstem Zwang, so er- 
scheint dasselbe als ein rein logischer Grundsatz, so dass 
damit das gerechtfertigt ist, was Gauss sagt, dass das 
Princip, so wie es nur ausgesprochen ist, schon von selbst 
sich als plausibel empfiehlt und in dieser Beziehung einen 
Vorzug vor dem Princip der virtuellen Geschwindigkeiten hat. 

Es bleibt aber noch zu erortem, was unter dem Zwang 
zu verstehen ist, und dies fiihrt uns zu einem mathematischen 
Ausdruck fiir diesen allgemeinen Begriff. Der Zwang ist 
aber jedenfalls ausgedrfickt durch die Arbeit der von der 
freien Bahn ablenkenden Eraft. Bezeichnen wir demnach 
dieselbe mit q und mit he den Weg, der infolge dieser 
Eraft zuriickgelegt wird, so ist das Princip mathematisch 
dargestellt, wenn man den oben schon erorterten Begriflf 
der Arbeit benutzt, durch 2Jqhc='Mm. Es ist dann weiter 
eine rein mathematische Folgerung mit Beriicksichtigung des 
Maasses der Erafte durch die Acceleration, dass man diese 
Eraft q setzen kann proportional m.hc, woraus sich dann 
die von Gauss entwickelte Form 27w6c*=Minim. ergiebt. 
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Der Werth des Princips besteht aber, wie Gauss angiebt 
darin, dass es die Gesetze der Bewegung und der Ruhe auf 
ganz gleiche Art in grosster Allgemeinheit umfasst. Die 
Ausftihrung dieser Behauptung ist enthalten in der oben 
citirten Abhandlung von Scheffler. Es kann demnach 
dieses Princip als Gnindlage der Mechanik genommen wer- 
den, wenn auch damit nicht behauptet werden soil, dass das 
D'Alembert'sche Princip in Verbindung mit dem der virtu- 
ellen Geschwindigkeiten nicht meist eine leichtere Hand- 
habung gestattet. 

Die Stellung des genannten Princips zur Erfahrung ist 
dieselbe wie die des Princips der kleinsten Wirkung, da 
auch hier die Bewegung solchen gegenftbergestellt wird, /die 
factisch nicht vorkommen. 



Nachdem nun hierdurch das rein Mechanische der ein- 
zelnen Principien erSrtert ist, bleibt zum Schluss noch dbrig, 
auf eine Bemerkung naher einzugehen , welche schon bei dem 
Princip der Erhaltung der Kraft gemacht worden ist, um 
die Aufgabe der physikalischen Naturwissenschaften nach dem 
jetzigen Stand derselben zu charakterisiren. Es muss noch 
angegeben werden, inwiefern diese Principien eine noch 
grossere Tragweite erhalten konnen, indem dieselben auch 
bezogen werden auf das Gebiet der chemischen Processe und 
des organischen Lebens. 

Die Erbrterung in Bezug auf die chemischen Erschei- 
nungen muss sich anknUpfen an die Betrachtung der Kraft, 
welche man gewohnlich mit dem Namen der chemischen Af- 
finit'at oder Verwandtschaft bezeichnet. Wir erhalten einen 
grossen Theil der Warme, welche wir mitHilfe unserer Ma- 
schinen in mechanische Arbeit umsetzen, durch den Ver- 
brennungsprocess, d. h. durch chemische Verbindung. Es liegt 
daher der Gedanke nahe, von einer mechanischen Warmetheorie 
weiter zu gehen zu einer mechanischen Theorie der Affinitat, 
indem wir namlich annehmen, dass die nachste Arbeit der 
chemischen Affinitat die Warme ist. Damit wttrde also die 
letzte Ursache der Kraft in der Dampfmaschine nicht in der 
Warme zu suchen sein, sondern in der chemischen Diflferenz 
zwischen dem Brennmaterial und der feuernahrenden Luft, 
einer Differenz, die aber wiederum erzeugt worden ist und 
immer von Neuem sich bildet durch die Sonnenstrahlen, 
welche die beim Verbrennen erzeugte Kohlensaure in brenn- 
baren Kohlenstoflf und freien Sauerstoflf vermittelst der Pflan- 
zen zertheilt. Dadurch bringen wir dann wieder die Affini- 
tat zurftck auf Sonnenarbeit, also auf Warmearbeit. Auf das 
Letztere, da dadurch unsere Betrachtungen abermals auf ein 
neues Gebiet, n'amlichdas Organische, hinfibergeleitet werden, 
kommen wir spater zuruck. 

Es ist nun nicht zu leugnen, dass in dem Begriflfe der 
Affinitat yiel Unbestimmtes enthalt^n ist und dass wir uns 
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tvotz der Hypothesen zurErklarung dieser Kraft immer noch 
in Bezug darauf kaum am Anfang der Entwickelung einer 
den aoderen Zweigen der demonstrativen Naturwissenschaften 
entsprechendenTheoriebefinden. Wirbegntigen uns noch heute 
mit den in die Ghemie von Berzelius durch die elektrochemi- 
scheTheorieeingefiihrtenAusdrucken, wenngleich die gewohn- 
liche AnfiFassung der Verwandtschattswirkungen ebenso wie 
die elektrochemiscbe Tbeorie weniger eine Erklarung als eine 
Umschreibung des Thatsachlichen genannt werden kann. 

Wenn wir also von diesen angedeuteten Hypothesen 
keinen Gebrauch machen wollen, so miissen wir uns dasWe- 
sen dieser chemischen Eraft klar zu machen suchen, indem 
wir sie vergleichen mit.anderen Eraften. Wir konnen die- 
selbe aber im Gegensatz zu den anderen Naturkraften , Elek- 
tricitat; Magnetismus^ Licht^ Warme^ als solche bezeichnen, 
die an den Eorpern haftet^ so dass sie nicht von einem zum 
anderen ubergehen kann^ wir konnen sie also zusammen- 
gesetzt denken aus Fluchtigkeit, specifischemGewicht, Durch- 
sichtigkeit, Schmelzbarkeit und dergleicheri. Bei einer che- 
mischen Verbindung werden diese Erafte zum Theil frei ge- 
macht^ und es hangt nun von der Art des Vorganges ab, 
ob sie in Warme oder Elektricitat iibergehen. Und es kann 
nun behauptet werden, dass, wenn wir uns noch der in der 
Warmelehre eingebfirgerten Bezeichnungsweise bedienen, bei 
einem chemischen Processe stattfindet ein Austreten von 
Warme, wenn vorhanden ist ein Verlust von chemischer Af- 
finitat und umgekehrt, dass, wenn ein Ein treten von Warme 
stattfindet, dadurch die chemische Affinitat zunimmt. Im 
ersteren Falle wiirden wir also erhalten hoheres specifisches Ge- 
wicht, hohere Schmelzbarkeit, hoheren Siedepunkt, chemi- 
sche Indifferenz, grossere Harte und dergleichen, wahrend 
im anderen Falle das Gegentheil stattfinden muss. 

Damit ist das Gesetz^ welches theilweise durch das Ex- 
periment bestatigt ist, von Hess (Pogg., L 392, LVI 598) 
erklart, dass namlich bei der chemischen Verbindung meh- 
rerer Stoflfe zu gleichen Produkten stets gleich viel Warme 
hervorgebracht werde, in welcher Ordnung und in welchen 
Zwischenstufen auch die Verbindung vor sich gehen moge. 
Dieses Gesetz stellt den Ausdruck fur das Princip der Er- 
haltung der Eraft dar, wenn die beim chemischen Processe 
entstehende Wllrrae die Quantitiit der lebendigen Eraft ist. 
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welche durch die bestimmte Quantitat der chemischen An 
ziehungskrafte hervorgebracht werden kann. 

Auch kann hieraus das Gesetz von Kopp (Physik mid 
theoretische Chemie II p. 236) gefolgert werden: ,,Wenn 
zwei Korper bei ihrer Vereinigung selbst schon Warme ent 
wickeln, so kann bei der nachherigen Verbrennung der 
Verbindung nicht mehr so viel Warme entwickelt werden, als 
die Bestandtheile, einzeln verbrannt, ergeben batten. Die 
Verbrennungswarme der Verbindung ist wohl stets im Ver- 
gleicb zu der der einzelnen Bestandtheile um so viel kleiner, 
als bereits Warme durch die Vereinigung der letzteren aus- 
geschieden wurde." 

Dieses logisch richtig erkannte Gesetz, von dem Kopp 
selbst sagt, dass fiir solche Verbindungen, welche ^ich un- 
ter starker Warmeentwickelung aus zwei brennbaren Bestand- 
theilen bilden und selbst noch brennbar sind, experimentelle 
Bestimmungen aller in Betracht kommenden Warmewirkungen 
fehlen, verdient aber insofern durch die Erfah rung eine Be- 
'richtigung, als es fiir Verbindungen aus einem brenn- 
baren und einem nicht brennbaren Stoff nachgewiesen ist, 
dass bei brennbaren Korpem die Vereinigung nur unter 
Warmeaufnahme und nicht unter Warmeentwickelung statt- 
findet, so dass also die Verbrennungswarme der Verbindung 
grosser ist, als die der Componenten. Es kann demnach der 
allgemeine Ausdruck des Gesetzes immer beibehalten wer- 
den, wenn wir relative Werthe einfuhren und die algebrai- 
scfee Summe nehmen. 

Indem wir damit die Betrachtung der chemis(5hen Pro- 
cesse abbrechen, erwahne ich noch eine Bemerkung von 
*Kopp (II p. 229): „Die genaue Messung der Warmewirk- 
ungen bei chemischen Verbindungen ist an sich schon sehr 
schwierig. Namentlich aber ist es sehr schwierig und in vielen * 
Fallen jetzt noch nicht erreichbar, zu ermitteln, welcher 
Theil der in einem solchen Falle unmittelbar beobachteten 
Warmewirkung lediglich auf Rechnung des chemischen Vor- 
ganges und welcher auf Rechnung gleichzeitig stattfindender 
Aenderungen des Aggregatzustandes zu schreiben sei. - Die- 
sen Schwierigkeiten ist es zuzuschreiben, dass, so vielfache 
Bearbeitung die Warmewirkungen bei chemischen Verbind- 
ungen auch gefunden haben, doch verhaltnissmassig nur we- 
nige Resultate mit einiger Sicherheit bekannt sind," 



